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Χρηµατοδότηση

Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο Κρήτης»
έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού

υλικού.

Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος

«Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και συγχρηµατοδοτείται από την

Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς

πόρους.

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 2 / 55



΄Αδειες Χρήσης

Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται στην άδεια χρήσης

Creative Commons και ειδικότερα :

Αναφορά ∆ηµιουργού - Μη εµπορική Χρήση - ΄Οχι Παράγωγα ΄Εργα

(Attribution - Non Commercial - Non-derivatives )

Το υλικό είναι ελεύθεροι για ∆ιανοµή: για αναπαραγωγή, διανοµή, παρουσίαση

στο κοινό του ΄Εργου

Εξαιρείται από την ως άνω άδεια υλικό που περιλαµβάνεται στις

διαφάνειες του µαθήµατος, και υπόκειται σε άλλου τύπου άδεια

χρήσης. Η άδεια χρήσης στην οποία υπόκειται το υλικό αυτό

αναφέρεται ϱητώς.
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Περίγραµµα Ενοτήτων

1 Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνιστικού Υποδείγµατος

2 Εξωτερικές Επιδράσεις

3 ∆ηµόσια Αγαθά

4 Οικονοµική της Ευηµερίας
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Περιεχόµενα 1ης Ενότητας

1 Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού

Κριτήρια Αποτελεσµατικότητας

Αποζηµιούσα και Ισοδύναµη Μεταβολή

Κατανοµή των Παραγωγικών Συντελεστών

΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Προσφορά των Παραγωγικών Συντελεστών

΄Αριστη Παραγωγή των Αγαθών

΄Αριστη ∆ιανοµή των Αγαθών

Γενική Ισορροπία

Αγοραία Ισορροπία και Αποτελεσµατικότητα

΄Υπαρξη των Τιµών Ισορροπίας

2 Παράρτηµα

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 5 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού Κριτήρια Αποτελεσµατικότητας

Το Κριτήριο του Pareto

u
0
a
< u

1
a

και u
0
b
≤ u
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b

Το Κριτήριο του Kaldor (κερδοφόρος αποζηµίωση)

u
1
a
− u

0
a
> u

0
b
− u

1
b

Το Κριτήριο του Hicks (αδυναµία δωροδοκίας)

Το Κριτήριο του Scitovski (ικανοποίηση των κριτηρίων Kaldor και Hicks)

Το Κριτήριο του Little (διανοµή ευηµερίας)
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού Κριτήρια Αποτελεσµατικότητας

Στην οικονοµική ανάλυση χρησιµοποιούµε σαν κριτήριο αποτελεσµατικότητας

στην παραγωγή και κατανάλωση των αγαθών και υπηρεσιών αυτό του Pareto για

δυο ϐασικούς λόγους :

Η κατανοµή χρησιµότητας η οποία είναι άριστη για κάποια σαφή και

συγκεκριµένα κριτήρια διαπροσωπικών συγκρίσεων ϑα είναι πάντοτε κατά

Pareto άριστη

Η ισορροπία που προκύπτει σε µία ανταγωνιστική οικονοµία είναι κατά

Pareto άριστη (το κριτήριο του Pareto είναι στενά συνυφασµένο µε την

αποδοτικότητα των αγορών)
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού Αποζηµιούσα και Ισοδύναµη Μεταβολή
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού Κατανοµή των Παραγωγικών Συντελεστών

Υποθέσεις του Υποδείγµατος:

δύο αγαθά, (x και y)

η τεχνολογία παραγωγής των δύο αγαθών είναι δεδοµένη

οι συναρτήσεις παραγωγής των δύο αγαθών είναι συνεχείς και

διαφορίσιµες

δεν υπάρχουν εξωτερικές επιδράσεις στην παραγωγή

δύο παραγωγικοί συντελεστές, κεφάλαιο (k) και εργασία (`)

οι παραγωγικοί συντελεστές είναι δεδοµένοι, οµοιογενείς και πλήρως

διαιρετοί

τα οριακά προϊόντα των δύο παραγωγικών συντελεστών είναι ϑετικά και

ϕθίνοντα

πλήρης ανταγωνισµός στις αγορές της εργασίας και του κεφαλαίου
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού Κατανοµή των Παραγωγικών Συντελεστών

Αλγεβρική Ανάλυση

΄Εστω ότι οι συναρτήσεις παραγωγής των αγαθών x και y :

x = fx (kx , `x)

y = fy (ky , `y)

για τις οποίες ισχύει :

∂fx

∂kx

> 0,
∂fx

∂`x

> 0,
∂2

fx

∂k2
x

≤ 0,
∂2

fx

∂`2
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≤ 0
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∂ky

> 0,
∂fy

∂`y

> 0,
∂2

fy

∂k2
y

≤ 0,
∂2

fy

∂`2
y

≤ 0

Επιπλέον οι παραγωγικοί συντελεστές δεν υποαπασχολούνται :

k̄ = kx + ky και ¯̀ = `x + `y
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού Κατανοµή των Παραγωγικών Συντελεστών

Αλγεβρική Ανάλυση

Η αποτελεσµατική κατανοµή των παραγωγικών συντελεστών επιτυγχάνεται

µεγιστοποιώντας το επίπεδο παραγωγής του ενός προϊόντος µε δεδοµένο το

επίπεδο παραγωγής του άλλου προϊόντος και τις διαθέσιµες ποσότητες

κεφαλαίου και εργασίας.

∆ηλαδή,

max
`x ,kx

x = fx (kx , `x)

s.t. ȳ = fy (ky , `y)

k̄ = kx + ky

¯̀ = `x + `y

Η λαγκρανζιανή συνάρτηση του παραπάνω προβλήµατος, ενσωµατώνοντας τους

δύο τελευταίους περιορισµούς στον πρώτο, έχει ως εξής :

L (kx , `x , λ) = fx (kx , `x) + λ
[
ȳ − fy

(
k̄ − kx , ¯̀ − `x

)]

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 12 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού Κατανοµή των Παραγωγικών Συντελεστών

Αλγεβρική Ανάλυση

Η αποτελεσµατική κατανοµή των παραγωγικών συντελεστών επιτυγχάνεται

µεγιστοποιώντας το επίπεδο παραγωγής του ενός προϊόντος µε δεδοµένο το

επίπεδο παραγωγής του άλλου προϊόντος και τις διαθέσιµες ποσότητες

κεφαλαίου και εργασίας. ∆ηλαδή,

max
`x ,kx

x = fx (kx , `x)
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ȳ − fy
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k̄ − kx , ¯̀ − `x
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Οι συνθήκες πρώτης τάξης :

∂L
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− λ
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∂`x

= 0⇒ ∂fx

∂`x

= −λ
∂fy

∂`y

⇒ MP
`
x
= −λMP

`
y

∂L

∂kx

= 0 ⇒ ∂fx

∂kx

− λ
∂fy

∂ky

∂ky

∂kx

= 0⇒ ∂fx

∂kx

= −λ
∂fy

∂ky

⇒ MP
k

x
= −λMP

k

y

∂L

∂λ
= 0 ⇒ ȳ − fy
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∆ιαιρώντας κατά µέλη την πρώτη µε την δεύτερη προκύπτει :

MP
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y

MP
k
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k

y

}
⇒ MP
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x

MPk
x
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MP
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⇒ MRTS
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k,`
y

που αποτελεί και την πρώτη κατά Pareto συνθήκη ισορροπίας
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= 0 ⇒ ȳ − fy

(
k̄ − kx , ¯̀ − `x

)
= 0

∆ιαιρώντας κατά µέλη την πρώτη µε την δεύτερη προκύπτει :

MP
`
x
= −λMP

`
y

MP
k

x
= −λMP

k

y

}
⇒ MP

`
x

MPk
x

=
MP

`
y

MPk
y

⇒ MRTS
k,`
x

= MRTS
k,`
y

που αποτελεί και την πρώτη κατά Pareto συνθήκη ισορροπίας

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 13 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού Κατανοµή των Παραγωγικών Συντελεστών

Αλγεβρική Ανάλυση

L (kx , `x , λ) = fx (kx , `x) + λ
[
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Ο Λόγος Κεφαλαίου προς Εργασία

¯̀
Ox

k̄

Oy¯̀

k̄

ε

η

η = ε

Γ

`1
x

`1
y

k
1
x

k
1
y

q
5
y

q
2
x

MRTS
k,`
Γ =

(
w

r

)
Γ

κ

µ

κ < ε < µ

∆

`2
x

`2
y

k
2
x

k
2
y

q
3
y

q
4
x

MRTS
k,`
∆ =

(
w

r

)
∆

ρ

φ

κ < ρ < ε < µ < φ
(

w

r

)
G
<
(

w

r

)
∆

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 14 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Ο Λόγος Κεφαλαίου προς Εργασία

¯̀
Ox

k̄

Oy¯̀

k̄

ε

η

η = ε

Γ

`1
x

`1
y

k
1
x

k
1
y

q
5
y

q
2
x

MRTS
k,`
Γ =

(
w

r

)
Γ

κ

µ

κ < ε < µ

∆

`2
x

`2
y

k
2
x

k
2
y

q
3
y

q
4
x

MRTS
k,`
∆ =

(
w

r

)
∆

ρ

φ

κ < ρ < ε < µ < φ
(

w

r

)
G
<
(

w

r

)
∆

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 14 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Ο Λόγος Κεφαλαίου προς Εργασία

¯̀
Ox

k̄

Oy¯̀

k̄

ε

η

η = ε

Γ

`1
x

`1
y

k
1
x

k
1
y

q
5
y

q
2
x

MRTS
k,`
Γ =

(
w

r

)
Γ

κ

µ

κ < ε < µ

∆

`2
x

`2
y

k
2
x

k
2
y

q
3
y

q
4
x

MRTS
k,`
∆ =

(
w

r

)
∆

ρ

φ

κ < ρ < ε < µ < φ
(

w

r

)
G
<
(

w

r

)
∆

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 14 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Ο Λόγος Κεφαλαίου προς Εργασία

¯̀
Ox

k̄

Oy¯̀

k̄

ε

η

η = ε

Γ

`1
x

`1
y

k
1
x

k
1
y

q
5
y

q
2
x

MRTS
k,`
Γ =

(
w

r

)
Γ

κ

µ

κ < ε < µ

∆

`2
x

`2
y

k
2
x

k
2
y

q
3
y

q
4
x

MRTS
k,`
∆ =

(
w

r

)
∆

ρ

φ

κ < ρ < ε < µ < φ
(

w

r

)
G
<
(

w

r

)
∆

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 14 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Ο Λόγος Κεφαλαίου προς Εργασία

¯̀
Ox

k̄

Oy¯̀

k̄

ε

η

η = ε

Γ

`1
x

`1
y

k
1
x

k
1
y

q
5
y

q
2
x

MRTS
k,`
Γ =

(
w

r

)
Γ

κ

µ

κ < ε < µ

∆

`2
x

`2
y

k
2
x

k
2
y

q
3
y

q
4
x

MRTS
k,`
∆ =

(
w

r

)
∆

ρ

φ

κ < ρ < ε < µ < φ
(

w

r

)
G
<
(

w

r

)
∆

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 14 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Ο Λόγος Κεφαλαίου προς Εργασία

¯̀
Ox

k̄

Oy¯̀

k̄

ε

η

η = ε

Γ

`1
x

`1
y

k
1
x

k
1
y

q
5
y

q
2
x

MRTS
k,`
Γ =

(
w

r

)
Γ

κ

µ

κ < ε < µ

∆

`2
x

`2
y

k
2
x

k
2
y

q
3
y

q
4
x

MRTS
k,`
∆ =

(
w

r

)
∆

ρ

φ

κ < ρ < ε < µ < φ
(

w

r

)
G
<
(

w

r

)
∆

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 14 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Ο Λόγος Κεφαλαίου προς Εργασία

¯̀
Ox

k̄

Oy¯̀

k̄

ε

η

η = ε

Γ

`1
x

`1
y

k
1
x

k
1
y

q
5
y

q
2
x

MRTS
k,`
Γ =

(
w

r

)
Γ

κ

µ

κ < ε < µ

∆

`2
x

`2
y

k
2
x

k
2
y

q
3
y

q
4
x

MRTS
k,`
∆ =

(
w

r

)
∆

ρ

φ

κ < ρ < ε < µ < φ
(

w

r

)
G
<
(

w

r

)
∆

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 14 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Ο Λόγος Κεφαλαίου προς Εργασία

¯̀
Ox

k̄

Oy¯̀

k̄

ε

η

η = ε

Γ

`1
x

`1
y

k
1
x

k
1
y

q
5
y

q
2
x

MRTS
k,`
Γ =

(
w

r

)
Γ

κ

µ

κ < ε < µ

∆

`2
x

`2
y

k
2
x

k
2
y

q
3
y

q
4
x

MRTS
k,`
∆ =

(
w

r

)
∆

ρ

φ

κ < ρ < ε < µ < φ
(

w

r

)
G
<
(

w

r

)
∆

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 14 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Ο Λόγος Κεφαλαίου προς Εργασία

¯̀
Ox

k̄

Oy¯̀

k̄

ε

η

η = ε

Γ

`1
x

`1
y

k
1
x

k
1
y

q
5
y

q
2
x

MRTS
k,`
Γ =

(
w

r

)
Γ

κ

µ

κ < ε < µ

∆

`2
x

`2
y

k
2
x

k
2
y

q
3
y

q
4
x

MRTS
k,`
∆ =

(
w

r

)
∆

ρ

φ

κ < ρ < ε < µ < φ
(

w

r

)
G
<
(

w

r

)
∆

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 14 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Ο Λόγος Κεφαλαίου προς Εργασία

¯̀
Ox

k̄

Oy¯̀

k̄

ε

η

η = ε

Γ

`1
x

`1
y

k
1
x

k
1
y

q
5
y

q
2
x

MRTS
k,`
Γ =

(
w

r

)
Γ

κ

µ

κ < ε < µ

∆

`2
x

`2
y

k
2
x

k
2
y

q
3
y

q
4
x

MRTS
k,`
∆ =

(
w

r

)
∆

ρ

φ

κ < ρ < ε < µ < φ
(

w

r

)
G
<
(

w

r

)
∆

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 14 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Ο Λόγος Κεφαλαίου προς Εργασία

¯̀
Ox

k̄

Oy¯̀

k̄

ε

η

η = ε

Γ

`1
x

`1
y

k
1
x

k
1
y

q
5
y

q
2
x

MRTS
k,`
Γ =

(
w

r

)
Γ

κ

µ

κ < ε < µ

∆

`2
x

`2
y

k
2
x

k
2
y

q
3
y

q
4
x

MRTS
k,`
∆ =

(
w

r

)
∆

ρ

φ

κ < ρ < ε < µ < φ
(

w

r

)
G
<
(

w

r

)
∆

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 14 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Ο Λόγος Κεφαλαίου προς Εργασία

¯̀
Ox

k̄

Oy¯̀

k̄

ε

η

η = ε

Γ

`1
x

`1
y

k
1
x

k
1
y

q
5
y

q
2
x

MRTS
k,`
Γ =

(
w

r

)
Γ

κ

µ

κ < ε < µ

∆

`2
x

`2
y

k
2
x

k
2
y

q
3
y

q
4
x

MRTS
k,`
∆ =

(
w

r

)
∆

ρ

φ

κ < ρ < ε < µ < φ
(

w

r

)
G
<
(

w

r

)
∆

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 14 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Ο Λόγος Κεφαλαίου προς Εργασία

¯̀
Ox

k̄

Oy¯̀

k̄

ε

η

η = ε

Γ

`1
x

`1
y

k
1
x

k
1
y

q
5
y

q
2
x

MRTS
k,`
Γ =

(
w

r

)
Γ

κ

µ

κ < ε < µ

∆

`2
x

`2
y

k
2
x

k
2
y

q
3
y

q
4
x

MRTS
k,`
∆ =

(
w

r

)
∆

ρ

φ

κ < ρ < ε < µ < φ
(

w

r

)
G
<
(

w

r

)
∆

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 14 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Ο Λόγος Κεφαλαίου προς Εργασία

¯̀
Ox

k̄

Oy¯̀

k̄

ε

η

η = ε

Γ

`1
x

`1
y

k
1
x

k
1
y

q
5
y

q
2
x

MRTS
k,`
Γ =

(
w

r

)
Γ

κ

µ

κ < ε < µ

∆

`2
x

`2
y

k
2
x

k
2
y

q
3
y

q
4
x

MRTS
k,`
∆ =

(
w

r

)
∆

ρ

φ

κ < ρ < ε < µ < φ
(

w

r

)
G
<
(

w

r

)
∆

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 14 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Ο Λόγος Κεφαλαίου προς Εργασία

¯̀
Ox

k̄

Oy¯̀

k̄

ε

η

η = ε

Γ

`1
x

`1
y

k
1
x

k
1
y

q
5
y

q
2
x

MRTS
k,`
Γ =

(
w

r

)
Γ

κ

µ

κ < ε < µ

∆

`2
x

`2
y

k
2
x

k
2
y

q
3
y

q
4
x

MRTS
k,`
∆ =

(
w

r

)
∆

ρ

φ

κ < ρ < ε < µ < φ
(

w

r

)
G
<
(

w

r

)
∆

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 14 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Ο Λόγος Κεφαλαίου προς Εργασία

¯̀
Ox

k̄

Oy¯̀

k̄

ε

η

η = ε

Γ

`1
x

`1
y

k
1
x

k
1
y

q
5
y

q
2
x

MRTS
k,`
Γ =

(
w

r

)
Γ

κ

µ

κ < ε < µ

∆

`2
x

`2
y

k
2
x

k
2
y

q
3
y

q
4
x

MRTS
k,`
∆ =

(
w

r

)
∆

ρ

φ

κ < ρ < ε < µ < φ

(
w

r

)
G
<
(

w

r

)
∆

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 14 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Ο Λόγος Κεφαλαίου προς Εργασία

¯̀
Ox

k̄

Oy¯̀

k̄

ε

η

η = ε

Γ

`1
x

`1
y

k
1
x

k
1
y

q
5
y

q
2
x

MRTS
k,`
Γ =

(
w

r

)
Γ

κ

µ

κ < ε < µ

∆

`2
x

`2
y

k
2
x

k
2
y

q
3
y

q
4
x

MRTS
k,`
∆ =

(
w

r

)
∆

ρ

φ

κ < ρ < ε < µ < φ
(

w

r

)
G
<
(

w

r

)
∆

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 14 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Ενταση στη Χρήση των Παραγωγικών Συντελεστών

Θεώρηµα Stopler-Samuelson

Η αύξηση της παραγωγής του προϊόντος εντάσεως εργασίας µε αντίστοιχη

µείωση της παραγωγής του προϊόντος εντάσεως κεφαλαίου οδηγεί στην αύξηση

του λόγου κεφαλαίου προς εργασία στην οικονοµία καθώς και στην αύξηση των

σχετικών τιµών των εισροών και την ανακατανοµή του εισοδήµατος προς όφελος

της εργασίας.
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού Προσφορά των Παραγωγικών Συντελεστών

Υποθέσεις του Υποδείγµατος:

ένας καταναλωτής (A)

η εργασία (`) είναι ο µοναδικός παραγωγικός συντελεστής

ένα αγαθό (x) το οποίο παράγει αποκλειστικά ο A

ο A προσφέρει την εργασία του και καταναλώνει αποκλειστικά το αγαθό x

εκτός από το αγαθό x ο A καταναλώνει ανάπαυση (d), την οποία ϑυσιάζει

προκειµένου να εργαστεί στην παραγωγή του αγαθού x

η ανάπαυση είναι κανονικό αγαθό για τον A

οι οριακές χρησιµότητες του x και της ανάπαυσης είναι ϑετικές και

ϕθίνουσες
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Η συνάρτηση χρησιµότητας του A:

ua = fa (xa, da) και H = da + `a ⇒ da = H − `a

για την οποία ισχύει : ∂fa/∂xa > 0, ∂fa/∂da > 0 και ∂fa/∂`a < 0.

Η προσφερόµενη ποσότητα εργασίας προσδιορίζεται από :

max
`a

ua = fa (xa, da)

s.t. xa = fx (`a)

da = H − `a
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Αριστη Παραγωγή των Αγαθών

Η Καµπύλη Παραγωγικών ∆υνατοτήτων

Σε κάθε σηµείο της καµπύλης άριστων σηµείων κατανοµής ϑα ισχύει :

x
∗ = fx (k

∗
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, `∗
x
) και y

∗ = fy
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∗
y

, `∗
y

)
∆εδοµένου ότι k̄ = kx + ky και ¯̀ = `x + `y , ισχύει επίσης :

y
∗ = fy
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= φy (k

∗
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, `∗
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∗
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Οι τιµές w και r όµως είναι δεδοµένες, εποµένως :

x
∗ = fx (c) και y

∗ = fy (c) , (∂fx /∂c > 0, ∂fy /∂c < 0) (1)

όπου c = rk
∗
x
+ w`∗

x
. Χρησιµοποιώντας την (1) η καµπύλη άριστων σηµείων

κατανοµής ορίζεται στον χώρο των εκροών ως :

T = F (x∗, y
∗, c) = 0

η οποία ονοµάζεται καµπύλη µετασχηµατισµού ή παραγωγικών δυνατοτήτων.
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Αριστη Παραγωγή των Αγαθών

Κοιλότητα της ΚΠ∆

Η ΚΠ∆ είναι κοίλη για τρείς λόγους :

΄Υπαρξη ϕθίνουσων αποδόσεων στην κλίµακα στην παραγωγή και των δύο

αγαθών

Η χρήση εξειδικευµένων εισροών στην παραγωγή των δύο αγαθών

Η ένταση στην χρήση των παραγωγικών συντελεστών (λόγος κεφαλαίου

προς εργασία)
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Αριστη Παραγωγή των Αγαθών

Κλίση της ΚΠ∆

Η κλίση της ΚΠ∆ είναι ίση µε τον οριακό λόγο µετασχηµατισµού :

MRT
x,y = −dy

dx

δεδοµένου ότι dy/dx < 0⇒ MRT
x,y > 0. Γνωρίζουµε ότι

MCx =
dcx

dx
και MCy =

dcy

dy

∆ιαιρώντας τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει :

MCx

MCy

=
dcx

dcy

dy

dx
(2)

Το συνολικό διαφορικό των συναρτήσεων κόστους (c = w`+ rk) είναι ίσο µε :

dcx = wd`x + rdkx και dcy = wd`y + rdky
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΄Αριστος Συνδυασµός Παραγωγής

Με δεδοµένες τις τιµές των x και y , η οικονοµία µεγιστοποιεί την συνολική της

πρόσοδο :

max
x,y

R = pxx + pyy

s.t. T = F (x, y, c̄)

Η λαγκρανζιανή δίνεται από την σχέση :

L (px , py , λ) = pxx + pyy + λ [T − F (x, y, c̄)]

Οι συνθήκες πρώτης τάξης :

∂L

∂x
= 0 ⇒ px − λ

∂F

∂x
= 0⇒ px = λ

∂F

∂x
(5)

∂L

∂y
= 0 ⇒ py − λ

∂F

∂y
= 0ffl⇒ py = λ

∂F

∂y
(6)

∂L

∂λ
= 0 ⇒ T − F (x, y, c̄) = 0
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∆ιαιρώντας κατά µέλη τις σχέσεις (5) και (6):

px = λ ∂F

∂x

py = λ ∂F

∂y

}
⇒ px

py

=
dy

dx
⇒ px

py

=
MCx

MCy

⇒ px

py

= MRT
x,y

(7)

που αποτελεί και την συνθήκη αριστοποίησης. Εναλλακτικά,

1

MCx

=
1

dcx /dx
=

dx

dcx

= MPx

και

1

MCy

=
1

dcy

/
dy

=
dy

dcy

= MPy

Με ϐάση τις παραπάνω η συνθήκη στην (7) γίνεται :

px

py

=
MCx

MCy

⇒ px

py

=
MPy

MPx
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ȳ

u
3
a

Ob

x̄

ȳ
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Γ: MRS
y,x
a > MRS

y,x
b
⇒ MU

x

a

MU
y

a

> MU
x

b

MU
y

b

u
7
b

MRS
y,x
∆

∆

∆: MRS
y,x
a = MRS

y,x
b
⇒ MU

x

a

MU
y

a

= MU
x

b

MU
y

b

u
5
a

MRS
y,x
Z

Ζ
u

6
b

u
4
a

Ε

MRS
y,x
E

x
2
a

x
2
b

y
2
a

y
2
b

Oax
2
a
+ Obx

2
b
= x̄

Oay
2
a
+ Oby

2
b
= ȳ
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Γ: MRS
y,x
a > MRS

y,x
b
⇒ MU

x

a

MU
y

a

> MU
x

b

MU
y

b

u
7
b

MRS
y,x
∆

∆

∆: MRS
y,x
a = MRS

y,x
b
⇒ MU

x

a

MU
y

a

= MU
x

b

MU
y

b

u
5
a

MRS
y,x
Z

Ζ
u

6
b

u
4
a

Ε

MRS
y,x
E

x
2
a

x
2
b

y
2
a

y
2
b

Oax
2
a
+ Obx

2
b
= x̄

Oay
2
a
+ Oby

2
b
= ȳ
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Αριστη ∆ιανοµή των Αγαθών

Αλγεβρική Ανάλυση

΄Εστω οι συναρτήσεις χρησιµότητας των δύο καταναλωτών :

ua = fa (xa, ya)

ub = fb (xb, yb)

για τις οποίες ισχύει :

∂fa

∂xa

> 0,
∂fa

∂ya

> 0,
∂2

fa

∂x2
a

≤ 0,
∂2

fa

∂y2
a

≤ 0

∂fb

∂xb

> 0,
∂fb

∂yb

> 0,
∂2

fb

∂x
2
b

≤ 0,
∂2

fb

∂y
2
b

≤ 0

Επιπλέον, και τα δύο αγαθά καταναλώνονται εξολοκλήρου απο τους δύο

καταναλωτές :

x̄ = xa + xb και ȳ = ya + yb
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Αριστη ∆ιανοµή των Αγαθών

Αλγεβρική Ανάλυση

Η αποτελεσµατική διανοµή των δύο αγαθών επιτυγχάνεται µεγιστοποιώντας το

επίπεδο χρησιµότητας του ενός καταναλωτή µε δεδοµένο το επίπεδο

χρησιµότητας του άλλου και τις προσφερόµενες ποσότητες τους.

∆ηλαδή,

max
xa,ya

ua = fa (xa, ya)

s.t. ūb = fb (xb, yb)

x̄ = xa + xb

ȳ = ya + yb

Η λαγκρανζιανή συνάρτηση του παραπάνω προβλήµατος, ενσωµατόνοντας τους

δύο τελευταίους περιορισµούς στον πρώτο, έχει ως εξής :

L (xa, ya, λ) = fa (xa, ya) + λ [ūb − fb (x̄ − xa, ȳ − ya)]
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Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 30 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Αριστη ∆ιανοµή των Αγαθών

Αλγεβρική Ανάλυση

L (xa, ya, λ) = fa (xa, ya) + λ [ūb − fb (x̄ − xa, ȳ − ya)]
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= 0 ⇒ ūb − fb (x̄ − xa, ȳ − ya) = 0
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∆ιαιρώντας κατά µέλη την (8) µε την (9) προκύπτει

MU
x

a
= −λMU

x

b

MU
y

a
= −λMU

y

b

}
⇒ MU

x

a

MU
y

a

=
MU

x

b

MU
y

b

⇒ MRS
y,x
a

= MRS
y,x
b

που αποτελεί και την δεύτερη κατά Pareto συνθήκη ισορροπίας

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 31 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Αριστη ∆ιανοµή των Αγαθών

Αλγεβρική Ανάλυση

L (xa, ya, λ) = fa (xa, ya) + λ [ūb − fb (x̄ − xa, ȳ − ya)]
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού Γενική Ισορροπία

∆ιαγραµµατική Ανάλυση
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού Γενική Ισορροπία

Αλγεβρική Ανάλυση

Οι συναρτήσεις χρησιµότητας των A και B:

ua = fa (xa, ya, ka, `a)

ub = fb (xb, yb, kb, `b)

Οι ποσότητες κεφαλαίου και εργασίας :

k̄ = ka + kb

¯̀ = `a + `b

Η τεχνολογία παραγωγής των δύο αγαθών :

T = F

(
x̄, ȳ, k̄, ¯̀)

Προσφορά των αγαθών :

x̄ = xa + xb

ȳ = ya + yb
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x̄, ȳ, k̄, ¯̀)

Προσφορά των αγαθών :

x̄ = xa + xb
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού Γενική Ισορροπία

Αλγεβρική Ανάλυση

Το πρόβληµα αριστοποίησης έχει την ακόλουθη µορφή:

max
xa,ya,ka,`a,xb,yb,kb,`b

ua = fa (xa, ya, ka, `a)

s.t. ūb = fb (xb, yb, kb, `b)

T = F

(
x̄, ȳ, k̄, ¯̀)

x̄ = xa + xb

ȳ = ya + yb

k̄ = ka + kb

¯̀ = `a + `b

ή ενσωµατώνοντας τους τέσσερις τελευταίους περιορισµούς στον τρίτο :

max
xa,ya,ka,`a,xb,yb,kb,`b

ua = fa (xa, ya, ka, `a)

s.t. ūb = fb (xb, yb, kb, `b)

T = F (xa + xb, ya + yb, ka + kb, `a + `b)
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού Γενική Ισορροπία

Αλγεβρική Ανάλυση

Η λανγκρανζιανή συνάρτηση του παραπάνω προβλήµατος :

L (·) = fa (xa, ya, ka, `a) + λ1 [ūb − fb (xb, yb, kb, `b)] +

λ2 [T − F (xa + xb, ya + yb, ka + kb, `a + `b)]

Οι συνθήκες πρώτης τάξης για άριστο απαιτούν όπως :

∂L
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∂xa

− λ2

∂F

∂x̄

∂x̄

∂xa

= 0⇒ MU
x

a
= λ2

∂F

∂x̄
(10)

∂L

∂ya

= 0 ⇒ ∂fa

∂ya

− λ2

∂F

∂ȳ
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λ2 [T − F (xa + xb, ya + yb, ka + kb, `a + `b)]

Οι συνθήκες πρώτης τάξης για άριστο απαιτούν όπως :

∂L

∂xa

= 0 ⇒ ∂fa

∂xa

− λ2

∂F

∂x̄

∂x̄

∂xa

= 0⇒ MU
x

a
= λ2

∂F

∂x̄
(10)

∂L

∂ya

= 0 ⇒ ∂fa

∂ya

− λ2

∂F

∂ȳ
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λ2 [T − F (xa + xb, ya + yb, ka + kb, `a + `b)]

Οι συνθήκες πρώτης τάξης για άριστο απαιτούν όπως :

∂L

∂xa

= 0 ⇒ ∂fa

∂xa

− λ2

∂F

∂x̄

∂x̄

∂xa

= 0⇒ MU
x

a
= λ2

∂F

∂x̄
(10)

∂L

∂ya

= 0 ⇒ ∂fa

∂ya

− λ2

∂F

∂ȳ
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∂ȳ
(11)

∂L

∂ka

= 0 ⇒ ∂fa

∂ka

− λ2

∂F

∂k̄

∂k̄

∂ka

= 0⇒ MU
k

a
= λ2

∂F

∂k̄
(12)

∂L

∂`a

= 0 ⇒ ∂fa

∂`a

− λ2

∂F

∂ ¯̀
∂ ¯̀

∂`a

= 0⇒ MU
`
a
= λ2

∂F

∂ ¯̀ (13)

∂L

∂xb

= 0 ⇒ −λ1

∂fb

∂xb

− λ2

∂F

∂x̄

∂x̄

∂xb

= 0⇒ λ1MU
x

b
= −λ2

∂F

∂x̄
(14)

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 35 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού Γενική Ισορροπία

Αλγεβρική Ανάλυση

L (·) = fa (xa, ya, ka, `a) + λ1 [ūb − fb (xb, yb, kb, `b)] +
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= 0 ⇒ ūb − fb (xb, yb, kb, `b) = 0

∂L

∂λ1

= 0 ⇒ T − F (xa + xb, ya + yb, ka + kb, `a + `b) = 0

Β. Τζουβελέκας Μικροοικονοµική Θεωρία ΙΙΙ (1/4) 36 / 55



Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού Γενική Ισορροπία

Αλγεβρική Ανάλυση

L (·) = fa (xa, ya, ka, `a) + λ1 [ūb − fb (xb, yb, kb, `b)] +
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∂ȳ

∂yb

= 0⇒ λ1MU
y

b
= −λ2

∂F

∂ȳ
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∂ȳ
(15)

∂L

∂kb

= 0 ⇒ −λ1

∂fb

∂kb

− λ2

∂F

∂k̄

∂k̄

∂kb

= 0⇒ λ1MU
k

b
= −λ2

∂F

∂k̄
(16)

∂L

∂`b

= 0 ⇒ −λ1

∂fb

∂`b

− λ2

∂F

∂ ¯̀
∂ ¯̀

∂`b

= 0⇒ λ1MU
`
b
= −λ2

∂F

∂ ¯̀ (17)

∂L

∂λ1
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∂ȳ

∂yb

= 0⇒ λ1MU
y

b
= −λ2

∂F

∂ȳ
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dȳ

d ¯̀

την (17) µε την (15),

λ1MU
`
b
= −λ2

∂F

∂ ¯̀

λ1MU
y

b
= −λ2

∂F

∂ȳ
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού Αγοραία Ισορροπία και Αποτελεσµατικότητα

Υποθέσεις του Υποδείγµατος

δύο αγαθά, (x και y)

το x είναι εντάσεως εργασίας και το y εντάσεως κεφαλαίου

δύο καταναλωτές (A και B) µε κανονικές προτιµήσεις

δύο παραγωγικοί συντελεστές, κεφάλαιο (k) και εργασία (`)

ο A κατέχει µεγαλύτερη ποσότητα εργασίας (`a > `b)

ο B κατέχει µεγαλύτερη ποσότητα κεφαλαίου (ka < kb)

οι οριακές χρησιµότητες και των δύο αγαθών και για τους δύο καταναλωτές

είναι ϑετικές και ϕθίνουσες

τα οριακά προϊόντα των εισροών στην παραγωγή και των δύο αγαθών είναι

ϑετικά και ϕθίνοντα
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Υπαρξη των Τιµών Ισορροπίας

Συναρτήσεις Υπερβάλλουσας Ζήτησης

Οι αθροιστικές συναρτήσεις προσφοράς και Ϲήτησης των n αγαθών είναι :

Si (P) = Si (p1, p2, . . . , pn)

Di (P) = Di (p1, p2, . . . , pn)

οι οποίες είναι συνεχείς και οµογενείς µηδενικού ϐαθµού.

Σύµφωνα µε τον Walras υπάρχει ένα σύνολο τιµών για το οποίο ϑα ισχύει :

Di (P) = Si (P) ή Zi (P) = Di (P)− Si (P) = 0 ∀i

όπου Zi (P) είναι η συνάρτηση υπερβάλλουσας Ϲήτησης για το αγαθό i η οποία

επίσης είναι συνεχής και οµογενής µηδενικού ϐαθµού.

Εάν για κάποιο απο τα αγαθά ισχύει pi = 0 (ελεύθερο αγαθό), τότε :

Di (P) ≤ Si (P) ή Zi (P) = Di (P)− Si (P) ≤ 0 ∀i
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Υπαρξη των Τιµών Ισορροπίας

Ο Νόµος του Walras

Ο εισοδηµατικός περιορισµός του A δίνεται από :

pxD
a

x
+ pyD

a

y
= pxS

a

x
+ pyS

a

y

Στην ισορροπία ϑα ισχύει :

px (D
a

x
− S

a

x
) + py

(
D

a

y
− S

a

y

)
= 0⇒ pxZ

a

x
+ pyZ

a

y
= 0 (18)

Αντίστοιχα η συνθήκη αγοραίας ισορροπίας για τον B:

pxZ
b

x
+ pyZ

b

y
= 0 (19)

Από τις σχέσεις (18) και (19) προκύπτει :

px

(
Z

a

x
+ Z

b

x

)
+ py

(
Z

a

y
+ Z

b

y

)
= 0⇒ pxZx + pyZy = 0

Γενικεύοντας για n αγαθά, η παραπάνω σχέση διατυπώνεται :

∑
i

piZi (P) = 0 (Walras Law)
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Υπαρξη των Τιµών Ισορροπίας

Το Θεώρηµα του Brower

Οποιαδήποτε συνεχής συνάρτηση f(x) ενός κλειστού, περιορισµένου και

κυρτού συνόλου µέσα στον ίδιο τον εαυτό του, έχει τουλάχιστον ένα ορισµένο

σηµείο x
∗ τέτοιο ώστε να ισχύει f(x∗) = x

∗

x

Ο

f(x)
x ∈ [0, 1] και f(x) ∈ [0, 1]

1

Γ
1

45o

f(x∗)

x
∗

∆

x ∈ [0, δ] και f(x) ∈ [0, δ], δ ∈ <++
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Αποτελεσµατικότητα του Ανταγωνισµού ΄Υπαρξη των Τιµών Ισορροπίας

Απόδειξη του Νόµου του Walras

Αρχικά µπορούµε να οµαλοποιήσουµε τις τιµές των αγαθών ως εξής :

p̃i =
pi

∑i
pi

∆εδοµένης της οµογένειας µηδενικού ϐαθµού των Zi(P), ϑα ισχύει :

pi

pj

=
p̃i

p̃j

Μπορούµε να ορίσουµε τη µαθηµατική απεικόνιση Ri που προσαρµόζει τις τιµές

των αγαθών σύµφωνα µε τον νόµο της Ϲήτησης, ως εξής :

Ri (P̃) = p̃i + Zi (P̃) ∀i (20)

εάν Zi (P̃) > 0⇒ ∆pi > 0, ενώ εάν Zi (P̃) < 0⇒ ∆pi < 0.
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p̃i =
pi

∑i
pi

∆εδοµένης της οµογένειας µηδενικού ϐαθµού των Zi(P), ϑα ισχύει :

pi

pj

=
p̃i

p̃j

Μπορούµε να ορίσουµε τη µαθηµατική απεικόνιση Ri που προσαρµόζει τις τιµές

των αγαθών σύµφωνα µε τον νόµο της Ϲήτησης, ως εξής :

Ri (P̃) = p̃i + Zi (P̃) ∀i (20)

εάν Zi (P̃) > 0⇒ ∆pi > 0,

ενώ εάν Zi (P̃) < 0⇒ ∆pi < 0.
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Παράρτηµα

Ανακατανοµή των Παραγωγικών Συντελεστών

· ΄Εστω ότι ισχύει :

MRTS
k,`
x

=
1

3
και MRTS

k,`
y

=
1

5

Στο x : κάθε µονάδα κεφαλαίου απαιτεί 3 µονάδες εργασίας.

Στο y : κάθε µονάδα κεφαλαίου απαιτεί 5 µονάδες εργασίας.

Εποµένως εάν οι παραγωγοί του y υποκαταστήσουν το κεφάλαιο µε

εργασία ϑα απελευθερωθούν 5 µονάδες εργασίας

Αυτές οι 5 µονάδες εργασίας είναι παραπάνω από αρκετές για να

υποκαταστήσουν µία µονάδα κεφαλαίου στην παραγωγή του x .

∆`x > 0,∆kx < 0⇒ ∆MP
`
x
< 0,∆MP

k

x
> 0⇒ ∆

(
MP

`
x

MPk
x

)
< 0

∆`y < 0,∆ky > 0⇒ ∆MP
`
y
> 0,∆MP

k

y
< 0⇒ ∆

(
MP

`
y

MPk
y

)
> 0

back
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