
ΕΛΛΗΝΙΚΗ ∆ΗΜΟΚΡΑΤΙΑ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ

Στατιστική ΙΙ

Ενότητα 11: Παλινδρόµηση Ι

Γεώργιος Κ. Τσιώτας

Τµήµα Οικονοµικών Επιστηµών



Περιεχόµενα

Συνδιακύµανση

Παλινδρόµηση

Απλή Γραµµική Παλινδρόµηση (Α.Γ.Π.)



Συµµεταβολή ∆ύο Τυχαίων Μεταβλητών
Ορισµός

Για τον προσδιορισµό του µεγέθους αλλά και του

προσήµου συµµεταβολής δύο τ.µ. χρησιµοποιούµε την

συνάρτηση συνδιακύµανσης. Αυτή για τις X και Y

ορίζεται ως:

Cov(X , Y ) = E(X · Y )− E(X) · E(Y ).

Ιδιότητες

1. Εάν Cov(X , Y ) > 0 έχουµε ϑετική συµµεταβολή

2. Εάν Cov(X , Y ) < 0 έχουµε αρνητική και εάν

Cov(X , Y ) → 0 έχουµε σχεδόν µηδενική

συµµεταβολή



Συµµεταβολή ∆ύο Τυχαίων Μεταβλητών

Συσχέτιση

΄Ενα σχετικό µέτρο συµµεταβολή δύο τ.µ. αποτελεί ο

συντελεστής συσχέτισης ρ(X , Y ). Αυτός για τις X και Y

ορίζεται ως:

ρ(X , Y ) =
Cov(X , Y )

√

V(X) ·
√

V(Y )
.



Ιδιότητες Συσχέτισης

1. −1 ≤ ρ(X , Y ) ≤ 1

2. Εάν ρ(X , Y ) > 0 έχουµε ϑετική συσχέτιση.

3. Εάν ρ(X , Y ) < 0 έχουµε αρνητική συσχέτιση.

4. Εάν ρ(X , Y ) → 0 έχουµε σχεδόν µηδενική

συσχέτιση.



Αποτύπωση της Συσχέτισης 2 µεταβλητών



Η ΄Εννοια της Παλινδρόµησης

Η ΄Εννοια της Παλινδρόµησης

Η σχέση µεταξύ δυο ή περισοτέρων µεταβλητών

µπορεί να εκφραστεί µέσω µιας συνάρτησης. Η

εξίσωση (ή συνάρτηση) παλινδρόµησης εκφράζει την

στατιστική εξάρτηση µεταξύ της y (ερµηνευοµένης

µεταβλητης) και των x1,. . . xk (ερµηνευτικών

µεταβλητων) µέσω µιας εξίσωσης της λεγόµενης

εξίσωσης παλινδρόµησης. Αυτή µπορεί να

εκφράζεται ως:

y = f(x1, . . . xk).



Η ΄Εννοια της Απλής Γραµµικής

Παλινδρόµησης

Η σχέση µεταξύ δυο µεταβλητών µπορεί να εκφραστεί

µέσω µιας γραµµικής συνάρτησης. Η εξίσωση (ή

συνάρτηση) παλινδρόµησης εκφράζει στην στατιστική

εξάρτηση µεταξύ της y (ερµηνευοµένης µεταβλητης)

και της x (ερµηνευτικής µεταβλητης) µέσω µιας

γραµµικής εξίσωσης της λεγόµενης εξίσωσης

παλινδρόµησης. Αυτή µπορεί να εκφράζεται ως:

y = α+ βx,

όπου οι α και β πρέπει να εκτιµηθούν ως α̂ και β̂,

δεδοµένου του δείγµατος µας.



Η ΄Εννοια της Απλής Γραµµικής

Παλινδρόµησης (ς υν.)

΄Ετσι, για τις µεταβλητές y και x από δείγµα:

{(y1, x1), . . . , (yn, xn)},

ϑα εκτιµήσουµε την :

ŷ ≡ E(y | x) = α̂ + β̂x,

όπου ŷ η µέση εκτίµηση της y δεδοµένου του x .



Εκτίµηση µέσω Μεθοδου Ελαχίστων

τετραγώνων

Θέτουµε ως σφάλµα (ή κατάλοιπο) εκτίµησης το :

ǫi = yi − α− βxi

για παρατηρήσεις i από 1 εως n. Εκτιµούµε τα α̂ και β̂
ελαχιστοποιώντας το άθροισµα των τετραγωνων των

σφαλµάτων εκτίµησης της yi , δηλ. της:

S(α̂, β̂) =
n

∑

i=1

ǫ̂2
i ≡

n
∑

i=1

(yi − α̂− β̂xi,1)
2

ως προς α̂ και β̂.



Εκτίµηση µέσω Μεθοδου Ελαχίστων

τετραγώνων (συν.)

Από συνθήκες πρώτης τάξης

(∂S(α̂, β̂)/∂α̂ = 0,∂S(α̂, β̂)/∂β̂ = 0) , έχουµε:

α̂ =

∑n

i=1
yi

n
− β̂

∑n

i=1
xi

n
,

≡ ȳ − β̂x̄.



Εκτίµηση µέσω Μεθοδου Ελαχίστων

τετραγώνων (συν.)

Επίσης:

β̂ =

∑n

i=1
xiyi − nx̄ȳ

∑n

i=1
x2

i − nx̄2

=

∑n

i=1
(yi − ȳ)(xi − x̄)

∑n

i=1
(xi − x̄)2

.



Παράδειγµα εκτίµησης απλής γραµµικής

παλινδρόµηση

Χρησιµοποιώντας δεδοµένα για Y -πωλήσεις (SALES)

και X -δαπάνες για διαφηµιση (ADV ) (σε χιλ. €),

προσδιορίσαµε την εξίσωση παλινδρόµησης:

ŷi = 78, 73 + 0, 534xi



Παράδειγµα εκτίµησης απλής γραµµικής

παλινδρόµηση (συν.)



Τέλος Ενότητας
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