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Μ α  α υ  – Μ  Α – Π χ  
1
 

 

Μ α  α  

 

 α  α  π  υ  α απα  

Οδ ηδΰα δεκέ αλδγηκέ έθαδ ηδα πΫε α β κυ υθσζκυ πθ πλαΰηα δευθ αλδγηυθ. Μ  βθ δ αΰπΰά 

κυμ απκε κτθ θσβηα ιδ υ δμ βμ ηκλφάμ 2 4 0z   , βζα ά απκε κτθ θσβηα κδ λέα μ πθ 
αλθβ δευθ αλδγηυθ. 

Οδ λέα μ πθ αλθβ δευθ αλδγηυθ κθκηΪακθ αδ φαθ α δεκέ αλδγηκέ εαδ έθαδ πκζζαπζΪ δα βμ 
φαθ α δεάμ «ηκθΪ αμ», πκυ υηίκζέα αδ η  i  εαδ κλέα αδ πμ 1i   . 

Έθαμ ηδΰα δεσμ αλδγησμ, z, έθαδ, θ ΰΫθ δ, Ϊγλκδ ηα θσμ πλαΰηα δεκτ εαδ θσμ φαθ α δεκτ 
αλδγηκτ. ΓλΪφκυη  z x iy   ά ( , )z x y , σπκυ κ x ζΫΰ αδ πλαΰηα δεσ ηΫλκμ κυ z εαδ 
υηίκζέα αδ πμ Re(z)  εαδ κ y ζΫΰ αδ φαθ α δεσ ηΫλκμ κυ z εαδ υηίκζέα αδ πμ Im(z).  

Οδ ηδΰα δεκέ αλδγηκέ ξλβ δηκπκδκτθ αδ υλτ α α  πκζζκτμ πδ βηκθδεκτμ εζΪ κυμ εαδ ΰδα βθ 
π λδΰλαφά πκζζυθ φυ δευθ φαδθκηΫθπθ, σππμ, π.ξ., βθ ευηα δεά γ πλέα, β δΪ κ β 

γ λησ β αμ, εκε, θυ ίλέ εκθ αδ β γ η ζέπ β βμ είαθ κηβξαθδεάμ, πκυ απκ ζ έ β ίΪ β ΰδα 

β φυ δεά πθ υζδευθ.   πκζζΫμ π λδπ υ δμ β ξλά β κυμ ΰέθ αδ απζΪ ΰδα δ υεσζυθ β πθ 
πλΪι πθ (π.ξ. πκζζΪ κζκεζβλυηα α πλαΰηα δευθ υθαλ ά πθ υπκζκΰέακθ αδ πκζτ υεκζσ λα 

η  ξλά β ηδΰα δεάμ κζκεζάλπ βμ), θυ  Ϊζζ μ β ξλά β κυμ έθαδ πδί ίζβηΫθβ απσ κ έ δκ κ 
πλσίζβηα. 

 

Γ πη λδεά αθαπαλΪ α β ηδΰα δεκτ 
  αθαζκΰέα η  βθ αθαπαλΪ α β πθ πλαΰηα δευθ αλδγηυθ πΪθπ  ηδα υγ έα ( υγ έα πθ 
πλαΰηα δευθ), ηδα υθάγβμ αθαπαλΪ α β ηδΰα δεκτ έθαδ  Ϋθα  Ϋθα x-y δΪΰλαηηα κυ 
πδπΫ κυ (ΰθπ σ πμ δΪΰλαηηα Argand), σπκυ κ ηδΰα δεσμ z x iy   αθαπαλέ α αδ πμ Ϋθα 

βη έκ η  εαλ δαθΫμ υθ αΰηΫθ μ x, y. Σ ηβηΫθβ, x, έθαδ κ πλαΰηα δεσ ηΫλκμ κυ ηδΰα δεκτ 
αλδγηκτ εαδ αΰηΫθβ, y, κ φαθ α δεσ ηΫλκμ κυ (ίζ. ξάηα 1α). 

 
 

ξ. 1α: Γ πη λδεά αθαπαλΪ α β κυ 
ηδΰα δεκτ z=x+iy ( δΪΰλαηηα  Argand). 

ξ. 1ί: Γ πη λδεά αθαπαλΪ α β 

ηδΰα δεκτ, σπκυ έξθ αδ κ ηΫ λκ εαδ κ 
σλδ ηα κυ ηδΰα δεκτ. 

                                                 
1 Σα π λδ σ λα απσ α ξάηα α Ϋξκυθ αθ δΰλαφ έ απσ κ ίδίζέκ Μαγβηα δεΫμ ΜΫγκ κδ Φυ δεάμ Ι,  Ι. . Ϋλΰα κυ, 
Παθ πδ βηδαεΫμ ε σ δμ Κλά βμ. 
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Οδ αλδγηκέ x=Re(z), y=Im(z), πλκ δκλέακυθ πζάλπμ κ βη έκ z κ πέπ κ. Έθαμ Ϊζζκμ λσπκμ 
ΰδα θα πλκ δκλέ κυη  πζάλπμ κ βη έκ z κ πέπ κ, Ϊλα εαδ κθ ηδΰα δεσ αλδγησ z, έθαδ αθ έ 
ΰδα δμ εαλ δαθΫμ κυ υθ αΰηΫθ μ θα υ κυη  δμ πκζδεΫμ υθ αΰηΫθ μ, r εαδ γ (r έθαδ κ 
ηΫ λκ κυ δαθτ ηα κμ πκυ ι εδθΪ δ απσ βθ αλξά πθ αισθπθ εαδ εα αζάΰ δ κ βη έκ z εαδ γ 
έθαδ β ΰπθέα πκυ ξβηα έα δ κ δΪθυ ηα αυ σ η  κθ Ϊικθα πθ x). Σκ r σ  ζΫΰ αδ ηΫ λκ κυ 
ηδΰα δεκτ αλδγηκτ z, εαδ υηίκζέα αδ η  |z|, εαδ κ γ ζΫΰ αδ σλδ ηα κυ z, εαδ υηίκζέα αδ η  

arg(z).  

Όππμ ηπκλ έ θα δ εαθ έμ τεκζα απσ κ δΪΰλαηηα Argand (ίζ. ξ. 1ί), αθ ηδα ΰπθέα γ έθαδ 
σλδ ηα θσμ ηδΰα δεκτ z, σ  εΪγ  ΰπθέα γ+2kπ, σπκυ k αεΫλαδκμ, γα έθαδ πέ βμ σλδ ηα κυ z. 

Σκ σλδ ηα θσμ ηδΰα δεκτ αλδγηκτ βζα ά θ έθαδ ηκθκ άηαθ α κλδ ηΫθκ. πσ σζ μ δμ υθα Ϋμ 
ΰπθέ μ πκυ ηπκλκτθ θα γ πλβγκτθ σλδ ηα κυ ηδΰα δεκτ z, β ΰπθέα γ ΰδα βθ κπκέα δ ξτ δ 
0 2     ζΫΰ αδ ία δεσ σλδ ηα κυ z εαδ υηίκζέα αδ η  Arg(z). Ι ξτ δ βζα ά  

arg( ) Arg( ) 2z z k   .    (1) 

Οδ πκζδεΫμ υθ αΰηΫθ μ θσμ ηδΰα δεκτ z υθ Ϋκθ αδ η  δμ εαλ δαθΫμ ηΫ π πθ ξΫ πθ: 
2 2 1| | , arg( ) tan ( )

y
r z x y z

x

      ,     (2) 

κδ κπκέ μ ηπκλκτθ θα ιαξγκτθ τεκζα απσ λδΰπθκη λέα. θ έ λκφα, κδ εαλ δαθΫμ 
υθ αΰηΫθ μ εφλΪακθ αδ ηΫ π πθ πκζδευθ πμ 

cos( ), sin( )x r y r    .      (3) 

Έξκυη  σ   

cos sin iz x iy r ir re       .   (4) 

Σκ ζ υ αέκ ηΫζκμ βμ δ σ β αμ (4) πλκετπ δ απσ κθ πκζτ βηαθ δεσ πο ου Euler, τηφπθα 

η  κθ κπκέκ 
cos sinie i    .       (5) 

Ο τπκμ αυ σμ ηπκλ έ θα απκ δξγ έ τεκζα η   αθΪπ υΰηα Taylor βμ εγ δεάμ υθΪλ β βμ. 
 

Όππμ έξθ αδ βθ ι. (4), κ z ηπκλ έ θα ΰλαφ έ ηΫ π πθ πκζδευθ υθ αΰηΫθπθ r εαδ γ πμ  
arg( )| |i i zz re z e  .    (6) 

Ο λσπκμ αυ σμ ΰλαφάμ κυ z ( βζ. ηΫ π πθ r εαδ γ),  ζΫΰ αδ πκζδεά ΰλαφά κυ z. 

Εφα ογ :  

 Τπκζκΰέ  κ ηΫ λκ εαδ κ σλδ ηα πθ ηδΰα δευθ  , 2 , 2, 4 2 , 4 2i i i i  . 

 Τπκζκΰέ  κ πλαΰηα δεσ εαδ κ φαθ α δεσ ηΫλκμ πθ αλδγηυθ /2 /32 , 2 , 2i i ie e e   . 

 

Π   α  

Έ π κδ ηδΰα δεκέ αλδγηκέ 1 1 1z x iy  , 2 2 2z x iy  . 

Ι σ β α ηδΰα δευθ: Οδ ηδΰα δεκέ  z1 εαδ z2 έθαδ έ κδ αθ εαδ ησθκ αθ 1 2x x εαδ 1 2y y . 
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Οδ πλΪι δμ ΰ θδεΪ η αιτ ηδΰα δευθ ηπκλκτθ θα ιαξγκτθ τεκζα ηΫ π πθ πλΪι πθ η αιτ 
πλαΰηα δευθ.  ΠαλαεΪ π αθαφΫλκθ αδ υθκπ δεΪ κδ ία δεΫμ πλΪι δμ. 

Άγλκδ ηα ηδΰα δευθ: 1 2 1 2 1 2( ) ( )z z x x i y y       (ηπκλ έ θα δξγ έ τεκζα ξλβ δηκπκδυθ αμ 
πλσ γ β πλαΰηα δευθ). Η ΰ πη λδεά αθαπαλΪ α β κυ αγλκέ ηα κμ έξθ αδ κ ξάηα 2α. 

ξ. 2α: Γ πη λδεά αθαπαλΪ α β 

κυ αγλκέ ηα κμ ηδΰα δευθ. 
ξ. 2ί: Γ πη λδεά αθαπαλΪ α β 

κυ ΰδθκηΫθκυ ηδΰα δευθ. 
ξ. 2ΰ: Γ πη λδεά 

αθαπαλΪ α β κυ υαυΰκτμ 
ηδΰα δεκτ. 

 

Γδθση θκ η  πλαΰηα δεσ: 1 1 1kz kx iky  , σπκυ k πλαΰηα δεσμ. 
Μκθα δαέκ κδξ έκ κυμ ηδΰα δεκτμ έθαδ κ πλαΰηα δεσμ αλδγησμ 1 (δ ξτ δ 1z z  ΰδα εΪγ  

z x iy  ). 

Μβ θδεσ κδξ έκ έθαδ κ αλδγησμ ηβ Ϋθ (δ ξτ δ 0 0z   ΰδα εΪγ  z x iy  ). 

(βη δυ  σ δ σ κ κδ πλαΰηα δεκέ αλδγηκέ σ κ εαδ κδ φαθ α δεκέ απκ ζκτθ υπκ τθκζα κυ 
υθσζκυ πθ ηδΰα δευθ.) 

Γδθση θκ ηδΰα δευθ:  1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 1( )( ) ( ) ( )z z x iy x iy x y x y i x y x y       .  

Ά εβ β: Τπκζκΰέ  κ ηΫ λκ εαδ κ σλδ ηα κυ ΰδθκηΫθκυ 1 2z z  υθαλ ά δ πθ εαλ δαθυθ 
υθ αΰηΫθπθ πθ z1 εαδ z2. 

ΓλΪφκθ αμ κυμ αλδγηκτμ z1 εαδ z2  πκζδεά ηκλφά, 1 2

1 1 2 2,i iz re z r e   , κ ΰδθση θκ 1 2z z  ηπκλ έ 
θα ΰλαφ έ πμ 1 2( )

1 2 1 2

iz z r r e   . πσ β ξΫ β αυ ά ΰέθ αδ φαθ λσ σ δ κ ηΫ λκ κυ ΰδθκηΫθκυ 1 2z z  

έθαδ έ κ η  κ ΰδθση θκ πθ ηΫ λπθ πθ ηδΰα δευθ z1 εαδ z2,  εαδ κ σλδ ηα κυ ΰδθκηΫθκυ έθαδ κ 
Ϊγλκδ ηα πθ κλδ ηΪ πθ πθ z1, z2, βζα ά  

1 2 1 2| | | || |z z z z ,         
1 2 1 2arg( ) arg( ) arg( )z z z z  .         (7) 

Η ΰ πη λδεά αθαπαλΪ α β κυ ΰδθκηΫθκυ έξθ αδ κ ξάηα 2ί. 

υαυΰάμ ηδΰα δεκτ: Γδα εΪγ  ηδΰα δεσ z x iy   κλέα αδ κ υαυΰάμ ηδΰα δεσμ, z , πμ κ αλδγησμ κ 
κπκέκμ Ϋξ δ έ δκ πλαΰηα δεσ ηΫλκμ η  κθ z εαδ αθ έγ κ φαθ α δεσ. βζα ά 

z x iy z x iy     . (8) 

Ά εβ β: Τπκζκΰέ  κ ηΫ λκ εαδ κ σλδ ηα κυ z*
 εαδ έι  σ δ | | | |z z   εαδ arg( ) arg( )z z   . 
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Άλα, αθ iz re  , σ  iz re    

Παλα βλά  σ δ σ κ βθ εαλ δαθά σ κ εαδ βθ πκζδεά ΰλαφά κτ z κ z
*
 ίλέ ε αδ τεκζα η  

βθ αθ δεα Ϊ α β κυ i απσ –i. Γ θδεΪ,  κπκδα άπκ  ηκλφά εαδ αθ έθαδ ΰλαηηΫθκμ κ αλδγησμ 
z, κ υαυΰάμ κυ ηπκλ έ θα ίλ γ έ πκζτ τεκζα αθ δεαγδ υθ αμ σζα α i η  –i. Ο υαυΰάμ θσμ 
ηδΰα δεκτ z παλδ Ϊθ αδ ΰλαφδεΪ σππμ έξθ αδ κ ξ. 2ΰ. 

ΓλΪφκθ αμ κθ z εαδ κθ υαυΰά κυ  εαλ δαθά ηκλφά, ηπκλκτθ θα απκ δξγκτθ τεκζα κδ 
ιάμ ξΫ δμ: 

2 2 2| |zz x y z       (9) 

(παλα βλά  σ δ κ πκζζαπζα δα ησμ η  κθ υαυΰά κ βΰ έ  πλαΰηα δεσ αλδγησ). 

Re( )
2

z z
z x


  ,    Im( )

2

z z
z y

i


  .    (10) 

Αθ έ λκφκμ ηδΰα δεκτ: Γδα εΪγ  ηδΰα δεσ z, ηβ ηβ θδεσ, κλέα αδ κ αθ έ λκφκμ, 1/z, απσ β 

ξΫ β (1/ ) 1z z  . Σκ πλαΰηα δεσ εαδ κ φαθ α δεσ ηΫλκμ κυ αθ δ λσφκυ υπκζκΰέακθ αδ 
τεκζα ηΫ π πκζζαπζα δα ηκτ η  κθ υαυΰά κυ παλκθκηα ά, βζα ά  

2 2 2 2 2 2

1 1 1 x iy x iy x y
i

z x iy x iy x iy x y x y x y

  
    

     
.   (11) 

θ κ z έ αδ  πκζδεά ηκλφά, iz re  , σ  

1 1 1i
i

i i

re
e

z re re r

 
 

     .   (12) 

Οδ ξΫ δμ (12) έξθκυθ σ δ κ ηΫ λκ κυ αθ δ λσφκυ έθαδ κ αθ έ λκφκ κυ ηΫ λκυ κυ z εαδ κ 
σλδ ηΪ κυ έθαδ κ αθ έγ κ κυ κλέ ηα κμ κυ z. 

Εφαληκΰά: θ Ϋξκυη  Ϋθαθ ηδΰα δεσ αλδγησ η  ηΫ λκ ηκθΪ α υπκζκΰέ  κθ αθ έ λκφκ εαδ κθ 
υαυΰά κυ. Σδ παλα βλ έ ;  Τπκζκΰέ  κθ αθ έ λκφκ εαδ κθ υαυΰά κυ i. 

Λσΰκμ ηδΰα δευθ: Ο ζσΰκμ τκ ηδΰα δευθ, 1 2/z z , δ κ υθαη έ η  πκζζαπζα δα ησ κυ z1 η  κθ 
αθ έ λκφκ κυ z2. ( δμ π λδ σ λ μ π λδπ υ δμ σπκυ Ϋξκυη  δαέλ β ηδΰα δευθ, έθαδ πκζτ 
ίκζδεσ θα πκζζαπζα δΪα δ εαθ έμ αλδγηβ ά εαδ παλκθκηα ά η  κθ υαυΰά κυ παλκθκηα ά, 

υ  θα  απαζ έφκθ αδ κδ φαθ α δεκέ αλδγηκέ απσ κυμ παλκθκηα Ϋμ.) 

ΕφαληκΰΫμ: 
 πκ έι  σ δ * * *

1 2 1 2( )z z z z     * * *

1 2 1 2( )z z z z       * * *

1 2 1 2( / ) /z z z z . 

 λ έ  κθ υαυΰά κυ 4 3(3 2 ) iz i   . 

 Τπκζκΰέ  κ πλαΰηα δεσ εαδ φαθ α δεσ ηΫλκμ κυ 2 3(3 2 ) iz i e    εαδ κυ 2 31

3 2

iz e
i




. 

 Χλβ δηκπκδυθ αμ κθ τπκ κυ Euler ΰδα κ ie  εαδ κ ie  , εφλΪ  κ βηέ κθκ εαδ κ 

υθβηέ κθκ ηΫ π εγ δευθ. Θα πλΫπ δ θα εα αζάι  α: 
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cos( )
2

i ie e  
     εαδ  sin( )

2

i ie e

i

  
  . 

 

πο  ου de Moivre 

πσ βθ δ σ β α ( )i n ine e  , αθαπ τ κθ αμ εαδ α τκ ηΫζβ τηφπθα η  κθ τπκ κυ Euler, 

πλκετπ δ τεκζα σ δ 
[cos( ) sin( )] cos( ) sin( )ni n i n       . 

Ο παλαπΪθπ τπκμ, ΰθπ σμ πμ τπκμ κυ de Moivre, ηαμ ζΫ δ σ δ κ σλδ ηα βμ n- άμ τθαηβμ 
ηδΰα δεκτ δ κτ αδ η  n φκλΫμ κ σλδ ηα κυ ηδΰα δεκτ. Ο τπκμ κυ de Moivre έθαδ πκζτ 
ξλά δηκμ ΰδα κθ υπκζκΰδ ησ υθΪη πθ λδΰπθκη λδευθ υθαλ ά πθ ηΫ π λδΰπθκη λδευθ 
υθαλ ά πθ πκζζαπζΪ δπθ σιπθ, εαδ αθ έ λκφα. 

Εφαληκΰά: Χλβ δηκπκδά  κθ τπκ κυ de Moivre ΰδα θα εφλΪ  κ sin(2γ) εαδ κ cos(2γ) 
υθαλ ά δ πθ sin(γ) εαδ cos(γ). 

 

γω  α η α 

Γδα εΪγ  ηδΰα δεκτμ αλδγηκτμ z1 εαδ z2 ηπκλ έ θα απκ δξγ έ σ δ 1 2 1 2| | | | | |z z z z    εαδ 

1 2 1 2|| | | || | |z z z z   , ά, πδκ υθ π υΰηΫθα, 1 2 1 2 1 2|| | | || | | | | | |z z z z z z     . Η δπζά αυ ά 

αθδ σ β α έθαδ ΰθπ ά πμ λδΰπθδεά αθδ σ β α εαδ ηπκλ έ θα απκ δξγ έ τεκζα υπκζκΰέακθ αμ 
κ 2

1 2| |z z  εαδ υΰελέθκθ Ϊμ κ, π.ξ. ΰδα κ τ λκ ηΫζκμ, η  κ 2

1 2(| | | |)z z . 
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υ α  α  α  

  αθαζκΰέα η  δμ πλαΰηα δεΫμ υθαλ ά δμ, f(x), κδ κπκέ μ αθ δ κδξέακυθ/απ δεκθέακυθ Ϋθαθ 
πλαΰηα δεσ αλδγησ x, πκυ αθάε δ  δΪ βηα [α,ί] ( κ κπκέκ ζΫΰ αδ π έκ κλδ ηκτ βμ 
υθΪλ β βμ), κθ αλδγησ y=f(x), κλέακθ αδ εαδ κδ ηδΰα δεΫμ υθαλ ά δμ. 

Οδ ηδΰα δεΫμ υθαλ ά δμ, π.ξ. f(z),  εΪγ  ηδΰα δεσ αλδγησ/η αίζβ ά z=x+iy αθ δ κδξέακυθ κθ 
ηδΰα δεσ αλδγησ (ά κυμ ηδΰα δεκτμ αλδγηκτμ) w=f(z), κ κπκέκμ ζΫΰ αδ δεσθα κυ z. Π έκ 
κλδ ηκτ βμ υθΪλ β βμ ηπκλ έ θα έθαδ εΪγ  π λδκξά κυ ηδΰα δεκτ πδπΫ κυ ά εΪγ  εαηπτζβ 

πΪθπ κ ηδΰα δεσ πέπ κ. 

θ z=x+iy, σ  β f(z) ηπκλ έ θα ΰλαφ έ πμ f(z)=f(x,y)=u(x,y)+iv(x,y), σπκυ η  u υηίκζέα αδ κ 
πλαΰηα δεσ ηΫλκμ βμ f εαδ η  v κ φαθ α δεσ. Π.ξ. ΰδα f(z)=z

2
=(x+iy)

2
, u(x,y)=x

2
-y

2
 εαδ 

v(x,y)=2xy. 

θ έγ α η  β ΰ πη λδεά απ δεσθδ β πλαΰηα δευθ υθαλ ά πθ, β κπκέα ηπκλ έ θα ΰέθ δ  Ϋθα 

πέπ κ δΪΰλαηηα σπκυ κ π έκ κλδ ηκτ ( τθκζκ πθ υθα υθ δηυθ βμ η αίζβ άμ x) 

απ δεκθέα αδ κθ κλδασθ δκ Ϊικθα εαδ κ π έκ δηυθ ( κ τθκζκ πθ αθ έ κδξπθ δεσθπθ) κθ 
εα αεσλυφκ Ϊικθα, ΰδα βθ ΰ πη λδεά απ δεσθδ β ηδΰα δευθ υθαλ ά πθ ξλβ δηκπκδκτη  τκ 
δαΰλΪηηα α Argand - Ϋθα ΰδα βθ απ δεσθδ β κυ π έκυ κλδ ηκτ ( πέπ κ z) εαδ Ϋθα ΰδα βθ 
απ δεσθδ β κυ π έκυ δηυθ ( πέπ κ w), σππμ φαέθ αδ κ ξάηα 3. 

ξ. 3: Η υθΪλ β β w=f(z) απ δεκθέα δ ηδα π λδκξά κυ ηδΰα δεκτ πδπΫ κυ (ΰλαηηκ εδα ηΫθβ π λδκξά κ 
πέπ κ z)  ηδα Ϊζζβ π λδκξά (ΰλαηηκ εδα ηΫθβ π λδκξά κυ πδπΫ κυ w=f(z)). 

 

ο χ  υ α  

Οδ ηδΰα δεΫμ υθαλ ά δμ,  αθαζκΰέα η  δμ πλαΰηα δεΫμ, ηπκλκτθ θα ΰλαφκτθ πμ υθ υα ηκέ 
κδξ δπ υθ υθαλ ά πθ, κδ ευλδσ λ μ απσ δμ κπκέ μ έθαδ κδ υθΪη δμ, β εγ δεά υθΪλ β β, 

κδ λδΰπθκη λδεΫμ υθαλ ά δμ εαδ κδ υπ λίκζδεΫμ υθαλ ά δμ. υ Ϋμ κλέακθ αδ πμ ιάμ: 

Ύοπ β  τθαηβ: 2 , ...nz z z z z z z z      (n-φκλΫμ). 

Εεγ δεά υθΪλ β β: (cos sin )z x iy x iy xe e e e e y i y    . Γδα κ ζ υ αέκ ηΫλκμ βμ δ σ β αμ 
ξλβ δηκπκδάγβε  κ τπκμ κυ Euler. 

Οδ λδΰπθκη λδεΫμ υθαλ ά δμ κυμ ηδΰα δεκτμ κλέακθ αδ ηΫ π βμ εγ δεάμ υθΪλ β βμ, πμ 
ιάμ: 
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cos
2

iz ize e
z


 ,  sin

2

iz ize e
z

i


 , 

sin
tan

cos

z
z

z
 , 

cos 1
cot

sin tan

z
z

z z
  . (13) 

Τπ λίκζδεΫμ υθαλ ά δμ2: Οδ υπ λίκζδεΫμ υθαλ ά δμ κλέακθ αδ σππμ κυμ πλαΰηα δεκτμ, ηΫ π 

βμ εγ δεάμ υθΪλ β βμ, πμ ιάμ: 

cosh
2

z ze e
z


 ,  sinh

2

z ze e
z


 ,  

sinh
tanh

cosh

z
z

z
 ,  

cosh 1
coth

sinh tanh

z
z

z z
  . (14) 

Χλβ δηκπκδυθ αμ κθ κλδ ησ πθ εγ δευθ εαδ λδΰπθκη λδευθ υθαλ ά πθ, ηπκλκτθ θα 

απκ δξγκτθ πκζτ τεκζα κδ παλαεΪ π ξΫ δμ (απκ έι  δμ): 

cos( ) coshiz z ,    sin( ) sinhiz i z ,     2 2cosh sin 1z z  .  (15) 

 

Π  υ α  

Όζ μ κδ υθαλ ά δμ πκυ κλέ βεαθ παλαπΪθπ  εΪγ  αλδγησ z αθ δ κδξέακυθ Ϋθα ησθκ f(z), ΰδα 

αυ σ εαδ ζΫΰκθ αδ ηκθσ δη μ. ΤπΪλξκυθ σηπμ εαδ υθαλ ά δμ κδ κπκέ μ  εΪγ  z αθ δ κδξέακυθ 
π λδ σ λα απσ Ϋθα f(z). Οδ υθαλ ά δμ αυ Ϋμ κθκηΪακθ αδ πζ δσ δη μ. Οδ ία δεΫμ πζ δσ δη μ 
υθαλ ά δμ έθαδ β λέαα, κ ζκΰΪλδγηκμ εαδ β τοπ β ηδΰα δεκτ αλδγηκτ  τθαηβ η  εγΫ β 

ηδΰα δεσ. 

Ρέαα 

ΛΫη  σ δ Ϋθαμ αλδγησμ w έθαδ λαΰπθδεά λέαα κυ ηδΰα δεκτ z, εαδ ΰλΪφκυη   
1/2( )w f z z z   , αθ κ w δεαθκπκδ έ βθ ιέ π β 2w z . Η ιέ π β αυ ά έθαδ Ϋθα πκζυυθυηκ 

τ λκυ ίαγηκτ πμ πλκμ w, εαδ, τηφπθα η  κ Θ η ζδυ μ Θ υλβηα δμ Άζΰ ίλαμ3, Ϋξ δ τκ 
ζτ δμ, βζα ά υπΪλξκυθ τκ αλδγηκέ w κδ κπκέκδ έθαδ λαΰπθδεΫμ λέα μ κυ z  (πσ μ θδκ Ϋμ 
λέα μ γα Ϋξ δ κ  z;). 

Γδα θα ίλκτη  δμ λέα μ (εΪγ  Ϊιβμ) θσμ ηδΰα δεκτ z, ΰλΪφκυη  κθ αλδγησ βθ πδκ ΰ θδεά 

πκζδεά ηκλφά, βζα ά 2i ikz re   , σπκυ r έθαδ ηΫ λκ κυ z, γ κ πλπ τκθ σλδ ηΪ κυ εαδ k 

αεΫλαδκμ πκυ παέλθ δ δμ δηΫμ 0,1,2 ,3 … Σσ ,  

1/ 2 1/ / 2 /( )n i ik n i n i k nnw z z re re        . (16) 

Γδα δμ λαΰπθδεΫμ λέα μ κ τπκμ (16) έθ δ 1/2 2 1/2 /2( )i ik i ikw z z re re        . 

 

Παλα βλά  σ δ β λέαα κυ ηδΰα δεκτ z θ έθαδ ηκθα δεά, αζζΪ ιαλ Ϊ αδ απσ βθ δηά κυ k. 

                                                 
2 Οδ υθαλ ά δμ αυ Ϋμ ζΫΰκθ αδ υπ λίκζδεΫμ ΰδα έ κ τθκζκ πθ βη έπθ (cos( ),sin( )), ( , ),t t t    ξβηα έα δ 
κ ιδσ ηΫλκμ υπ λίκζάμ. 

3 Σκ Θ η ζδυ μ Θ υλβηα βμ Άζΰ ίλαμ ζΫ δ σ δ εΪγ  πκζυυθυηκ n ίαγηκτ Ϋξ δ n λέα μ ( κ τθκζκ πθ ηδΰα δευθ). 
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Γδα          

/2

0

( /2 )

1

( /2 2 )

2 0

( /2 3 )

3 1

0

1

2

3

....

i

i

i

i

k w w z re

k w w z re

k w w z re w

k w w z re w



 

  

  

     


    


     


     



 

Παλα βλκτη  βζα ά σ δ Ϋξκυη  τκ δαφκλ δεΫμ λαΰπθδεΫμ λέα μ κυ z,  υηφπθέα η  κ 
Θ η ζδυ μ Θ υλβηα βμ Άζΰ ίλαμ.  Όηκδα, κδ λέ μ λέα μ θσμ ηδΰα δεκτ z γα έθαδ λ έμ, εαδ κδ 
θδκ Ϋμ λέα μ γα έθαδ n κ πζάγκμ. 

θ φαλησ κυη  α παλαπΪθπ ΰδα θα υπκζκΰέ κυη  δμ λέ μ λέα μ βμ ηκθΪ αμ γα Ϋξκυη  

1/3 2 1/3 2 /31 ( )ik ikw e e    => 

 

Γδα  

03

0

2 /33

1

4 /33

2

0 1 1

1 1

2 1

i

i

k w w e

k w w e

k w w e





      
     


    

  

 

Οδ λέα μ αυ Ϋμ απ δεκθέακθ αδ ΰλαφδεΪ σππμ 
έξθ αδ κ ξ. 4.  

 ξ. 4: Γλαφδεά απ δεσθδ β πθ αλδγηυθ πκυ 
απκ ζκτθ δμ λέ μ λέα μ βμ ηκθΪ αμ. 

 

Εφαληκΰά: Τπκζκΰέ  δμ Ϋ αλ μ λέα μ βμ ηκθΪ αμ εαδ δμ λαΰπθδεΫμ λέα μ κυ i. 
 

ΛκΰΪλδγηκμ ηδΰα δεκτ 
ε σμ απσ β λέαα, Ϊζζβ βηαθ δεά πζ δσ δηβ υθΪλ β β έθαδ κ ζκΰΪλδγηκμ θσμ ηδΰα δεκτ z,  

( ) ln( )w f z z  . Γδα θα υπκζκΰέ κυη  κ ζκΰΪλδγηκ εαδ πΪζδ ι εδθΪη  απσ βθ πκζδεά ηκλφά κυ 
z. ΓλΪφκυη  

2 2ln( ) ln( ) ln ln ln 2i ik i ikw z re r e r i ik           , k=0,1,2,… (17) 

(ξλβ δηκπκδά αη  κ ΰ ΰκθσμ σ δ κ ζκΰΪλδγηκμ εαδ κ εγ δεσ έθαδ αθ έ λκφ μ υθαλ ά δμ). 

Παλα βλά  σ δ κ ζκΰΪλδγηκμ ιαλ Ϊ αδ απσ βθ δηά κυ αεΫλαδκυ αλδγηκτ k. Γδα εΪγ  δηά κυ 
k κ ζκΰΪλδγηκμ έθαδ δαφκλ δεσμ, εαδ υπΪλξκυθ Ϊπ δλ μ υθα Ϋμ δαφκλ δεΫμ δηΫμ. 
Παλα βλά  πέ βμ σ δ κυμ ηδΰα δεκτμ εαδ κδ αλθβ δεκέ αλδγηκέ Ϋξκυθ ζκΰΪλδγηκ.  

Σκθ ζκΰΪλδγηκ πκυ αθ δ κδξ έ  k=0 κθ κθκηΪακυη  πκζζΫμ φκλΫμ εαδ ία δεσ ζκΰΪλδγηκ, εαδ 
κθ υηίκζέακυη  η  Ln, βζα ά 

Ln( ) ln , 0 2z r i       . (18) 

Λσΰπ βμ πζ δσ δηβμ φτ βμ κυ ζκΰαλέγηκυ, ία δεΫμ δ δσ β μ κυ ζκΰαλέγηκυ πκυ ιΫλκυη  απσ 

κυμ πλαΰηα δεκτμ αλδγηκτμ κυμ ηδΰα δεκτμ θ δ ξτκυθ. βζα ά ΰδα z1, z2 ηδΰα δεκτμ 
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1 2 1 2

1 1

ln( ) ln ln ,

ln( ) ln .n

z z z z

z n z

 


  (19) 

Οδ παλαπΪθπ ξΫ δμ θ δ ξτκυθ κτ  εαδ ΰδα κθ ία δεσ ζκΰΪλδγηκ ( έθαδ τεκζκ, π.ξ., θα δ 
εαθ έμ σ δ 4Ln( ) 4Lni i ). 

Άζζβ πζ δσ δηβ υθΪλ β β έθαδ β τοπ β  τθαηβ η  εγΫ β ηδΰα δεσ, βζα ά β υθΪλ β β 
zt η  t εαδ z ηδΰα δεκτμ. Η υθΪλ β β αυ ά κλέα αδ ηΫ π βμ εγ δεάμ εαδ ζκΰαλδγηδεάμ 
υθΪλ β βμ πμ ιάμ: 

lnz z tt e . (20) 

 

βη έκ δαεζΪ π βμ πζ δσ δηβμ υθΪλ β βμ. ΣΪιβ βη έκυ δαεζΪ π βμ.  
 θΪ υθ ηΫθβ η  βθ Ϋθθκδα βμ πζ δσ δηβμ υθΪλ β βμ έθαδ β Ϋθθκδα κυ βη έκυ 
δαεζΪ π βμ. ΛΫη  σ δ Ϋθα βη έκ z0 έθαδ βη έκ δαεζΪ π βμ βμ πζ δσ δηβμ υθΪλ β βμ f(z) αθ 
ηδα πζάλβμ π λδ λκφά κυ z ΰτλπ απσ κ z0 θ φΫλθ δ β υθΪλ β β f(z) βθ αλξδεά βμ δηά. 

Π.ξ., ΰδα β υθΪλ β β ( )f z z  βη έκ δαεζΪ π βμ έθαδ κ z0=0. Μδα πζάλβμ π λδ λκφά κυ 
z ΰτλπ απσ κ ηβ Ϋθ, σππμ έ αη  πδκ πΪθπ, θ παθαφΫλ δ β λέαα κυ z βθ αλξδεά βμ δηά.  

Γδα βθ λαΰπθδεά λέαα, θ κτ κδμ, ηδα τ λβ π λδ λκφά ΰτλπ απσ κ ηβ Ϋθ παθαφΫλ δ β 

υθΪλ β β βθ αλξδεά βμ δηά. Σκ ηβ Ϋθ σ  ζΫΰ αδ βη έκ δαεζΪ π βμ Ϊιβμ 1. 

Γ θδεΪ, Ϋθα βη έκ δαεζΪ π βμ z0 βμ υθΪλ β βμ f(z) ζΫη  σ δ έθαδ Ϊιβμ n αθ κ ζΪξδ κμ 
αλδγησμ π λδ λκφυθ κυ z ΰτλπ απσ κ z0 πκυ απαδ κτθ αδ ΰδα θα παθΫζγ δ β υθΪλ β β f(z) 

βθ αλξδεά βμ δηά έθαδ n+1.  

Οδ δαφκλ δεΫμ δηΫμ ηδα πζ δσ δηβμ υθΪλ β βμ κθκηΪακθ αδ εαδ εζΪ κδ βμ υθΪλ β βμ. 

βη έκ δαεζΪ π βμ βμ λέααμ έθαδ πέ βμ εαδ κ 0z   . (βη δυ  σ δ,  αθ έγ β η  κυμ 
πλαΰηα δεκτμ, κυμ ηδΰα δεκτμ υπΪλξ δ ησθκ Ϋθα Ϊπ δλκ. Η υηπ λδφκλΪ ηδαμ υθΪλ β βμ f(z) 

κ Ϊπ δλκ πλκ δκλέα αδ απσ β υηπ λδφκλΪ βμ 1/f(z) κ ηβ Ϋθ.) 

Γδα θα απκφτΰκυη  βθ παλκυ έα πκζζαπζυθ δηυθ ΰδα ηδα υθΪλ β β εαδ θα ηπκλκτη  θα β 

ξ δλδασηα  πμ ηκθσ δηβ, κλέακυη  β ζ ΰση θβ κηά ηδΰα δεάμ υθΪλ β βμ. Σκηά ηδΰα δεάμ 
υθΪλ β βμ έθαδ εΪγ  ΰλαηηά πκυ θυθ δ τκ βη έα δαεζΪ π βμ. Π.ξ., ΰδα β λέαα κηά ηπκλ έ 
θα έθαδ κπκδα άπκ  ΰλαηηά πκυ θυθ δ κ ηβ Ϋθ εαδ κ Ϊπ δλκ. Σβθ κηά υθάγπμ β 

υηίκζέακυη  ξβηα δεΪ η  ηδα ευηα κ δ ά ΰλαηηά. 

Ολέακθ αμ ΰδα ηδα πζ δσ δηβ ηδΰα δεά υθΪλ β β ηδα κηά εαδ απαΰκλ τκθ αμ β η αίζβ ά z θα 

δα ξέ δ αυ ά βθ κηά, ηπκλκτη  θα ια φαζέ κυη  β ηκθκ δηέα βμ f(z). Η δα δεα έα αυ ά 

ζΫΰ αδ ηκθκ βηαθ κπκέβ β πζ δσ δηβμ υθΪλ β βμ. Γδα θα πλκ δκλέ κυη  πκδκμ αελδίυμ εζΪ κμ 
βμ υθΪλ β βμ πδζΫΰ αδ αλε έ θα υ κυη , ε σμ απσ κθ τπκ βμ υθΪλ β βμ, βθ δηά βμ 
ΰδα εΪπκδκθ, κπκδκθ άπκ , ηδΰα δεσ αλδγησ z. 

Εφαληκΰά: Τπκζκΰέ  βθ λαΰπθδεά λέαα θσμ ηδΰα δεκτ z πδζΫΰκθ αμ κθ εζΪ κ ΰδα κθ 
κπκέκ /4ii e  , αθ πμ κηά κλδ έ κ πλαΰηα δεσμ γ δεσμ βηδΪικθαμ. 
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