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α  α υ  – ο   – χ   

 

α ω ο  υ  α  α  

Πλδθ κλέ κυη  βθ παλΪΰπΰκ ηδαμ ηδΰα δεάμ υθΪλ β βμ  f(z) γα αγκτη  βθ υθαφά η  αυ ά 

Ϋθθκδα, βμ υθΫξ δαμ.  κυμ πλαΰηα δεκτμ αλδγηκτμ ηδα υθΪλ β β f(x) ζΫΰ αδ υθ ξάμ  Ϋθα 

βη έκ x0 αθ 

0 0

0lim  ( ) lim ( ) ( )
x x x x

f x f x f x
  

  .  (1) 

Πλκφαθυμ ΰδα θα έθαδ ηδα υθΪλ β βμ υθ ξάμ γα πλΫπ δ α σλδα απσ σζ μ δμ υθα Ϋμ 
εα υγτθ δμ απσ δμ κπκέ μ ηπκλ έ θα πλκ ΰΰδ έ κ x0, κδ κπκέ μ βθ π λέπ π β αυ ά έθαδ 
τκ, θα υηπέπ κυθ.  

 βθ π λέπ π β πθ υθαλ ά πθ ηδΰα δεάμ η αίζβ άμ σηπμ υπΪλξκυθ Ϊπ δλ μ εα υγτθ δμ 
απσ δμ κπκέ μ ηπκλ έ θα πζβ δΪ δ εαθ έμ Ϋθα κπκδκ άπκ  βη έκ z0 (ίζ., π.ξ., ξ. 1).  Γδα θα έθαδ 
ηδα ηδΰα δεά υθΪλ β β υθ ξάμ γα πλΫπ δ α σλδα πκυ πλκετπ κυθ απσ σζ μ αυ Ϋμ δμ υθα Ϋμ 
εα υγτθ δμ θα υηπέπ κυθ. Η υθγάεβ αυ ά, σππμ ηπκλ έ τεκζα θα εα αζΪί δ εαθ έμ, έθαδ 
πκζτ π λδ σ λκ π λδκλδ δεά  ξΫ β η  βθ αθ έ κδξβ πθ πλαΰηα δευθ υθαλ ά πθ. 

 

 

 

 

 

ξ. 1: Σλ δμ λσπκδ πλκ Ϋΰΰδ βμ θσμ υξαέκυ 
βη έκυ z. 

 

θΪζκΰκ αά βηα Ϋξκυη  εαδ βθ παλΪΰπΰκ ηδΰα δεάμ υθΪλ β βμ, β κπκέα,  αθαζκΰέα η  κυμ 
πλαΰηα δεκτμ κλέα αδ πμ 

0

( ) ( )
( ) lim ,

z

df f z z f z
f z z x iy

dz z 

      


.  (2) 

Γδα θα υπΪλξ δ β παλΪΰπΰκμ βμ f(z) κ υξαέκ βη έκ z γα πλΫπ δ κ παλαπΪθπ σλδκ θα υπΪλξ δ 
εαδ θα έθαδ κ έ δκ ΰδα σζ μ δμ υθα Ϋμ (Ϊπ δλ μ  πζάγκμ) εα υγτθ δμ εα Ϊ δμ κπκέ μ ηπκλ έ 
θα πλκ ΰΰδ έ κ βη έκ z, βζα ά ΰδα σζ μ δμ υθα Ϋμ εα υγτθ δμ εα Ϊ δμ κπκέ μ κ z 

ηπκλ έ θα έθ δ κ ηβ Ϋθ. Η υθγάεβ αυ ά έθαδ δ δαέ λα π λδκλδ δεά εαδ πδίΪζ δ αυ βλκτμ 
π λδκλδ ηκτμ βθ εζΪ β πθ υθαλ ά πθ πκυ Ϋξκυθ παλΪΰπΰκ – πβλ Ϊα δ βζα ά δμ δ δσ β μ 
πθ υθαλ ά πθ αυ υθ η  πκζτ λα δεσ λσπκ. Έθα απκ Ϋζ ηα έθαδ σ δ κυμ ηδΰα δεκτμ 
αλδγηκτμ αθ ηδα υθΪλ β β Ϋξ δ παλΪΰπΰκ πλυ βμ Ϊιβμ γα Ϋξ δ παλΪΰπΰκ εΪγ  Ϊιβμ, πλΪΰηα κ 
κπκέκ θ δ ξτ δ κυμ πλαΰηα δεκτμ.  

Εφα γ : Χλβ δηκπκδά  κθ κλδ ησ βμ παλαΰυΰκυ ΰδα θα ι Ϊ  αθ έθαδ παλαΰπΰέ δηβ 

παθ κτ β υθΪλ β β f(z)=z
2
, εαδ αθ θαδ ίλ έ  βθ παλΪΰπΰσ βμ. 
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Γδα υθαλ ά δμ, f(z), g(z) πκυ έθαδ παλαΰπΰέ δη μ πμ πλκμ z δ ξτκυθ κδ ΰθπ κέ απσ δμ 
πλαΰηα δεΫμ υθαλ ά δμ εαθσθ μ παλαΰυΰδ βμ, βζα ά 

( ) ( )
[ ( ) ( )]

d df z dg z
f z g z

dz dz dz
   ,  

( ) ( )
[ ( ) ( )] ( ) ( )

d df z dg z
f z g z g z f z

dz dz dz
  , 

2( ) ( )
[ ( ) / ( )] [ ( ) ( ) ] / [ ( )]

d df z dg z
f z g z g z f z g z

dz dz dz
  , ΰδα z υ  ( ) 0g z  ,    ( ( ))

d df dg
f g z

dz dg dz
 . 

ΠκζζΫμ φκλΫμ κδ ηδΰα δεΫμ υθαλ ά δμ εφλΪακθ αδ σξδ ηΫ π κυ ηδΰα δεκτ z, αζζΪ πθ x εαδ y, 

η  z=x+iy, κπσ  β ξλά β κυ κλδ ηκτ, ι. (2), ΰδα κθ Ϋζ ΰξκ βμ παλαΰπΰδ δησ β αμ εαδ βθ 
τλ β βμ παλαΰυΰκυ έθαδ δ δαέ λα υ ξ λάμ.  δμ π λδπ υ δμ αυ Ϋμ κ πλκ φκλσ λκμ λσπκμ 
ΰδα Ϋζ ΰξκ βμ παλαΰπΰδ δησ β αμ ηδαμ υθΪλ β βμ εαδ τλ β βμ παλαΰυΰκυ έθαδ β ξλά β πθ 
υθγβευθ Cauchy-Riemann (C-R), δμ κπκέ μ γα υαβ ά κυη  αηΫ πμ παλαεΪ π. 

 

Συ  Cauchy-Riemann (C-R) 

Έ π ηδα ηδΰα δεά υθΪλ β β f, βμ ηκλφάμ 

( , ) ( , ) ( , ),f x y u x y iv x y z x iy    . 

φαλησακθ αμ κθ κλδ ησ βμ παλαΰυΰκυ ΰδα θα ζΫΰικυη  βθ παλαΰπΰδ δησ β α βμ, f 

παέλθκυη   

0
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) lim ,

x
y

df u x x y y iv x x y y u x y iv x y
f z z x iy

dz x i y 
 

              
  

. 

Γδα θα υπΪλξ δ β παλΪΰπΰκμ γα πλΫπ δ κ παλαπΪθπ σλδκ θα έθαδ κ έ δκ ΰδα σζκυμ κυμ υθα κτμ 
λσπκυμ εα Ϊ κυμ κπκέκυμ κ z= x+i y έθ δ κ ηβ Ϋθ. Τπκζκΰέακθ αμ κ σλδκ αθ z έθ δ 
κ ηβ Ϋθ εα Ϊ βθ εα τγυθ β κυ Ϊικθα x, βζα ά ΰδα x0, y=0, ίλέ εκυη  

0
0

( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )]
lim
x
y

df u x x y u x y i v x x y v x y u v
i

dz x x x 
 

        
  

  
.  (3) 

Τπκζκΰέακθ αμ κ σλδκ αθ z έθ δ κ ηβ Ϋθ εα Ϊ βθ εα τγυθ β κυ Ϊικθα y, βζα ά x=0,  

y0, ίλέ εκυη  

0
0

( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )]
lim
x
y

df u x y y u x y i v x y y v x y u v
i

dz i y y y 
 

        
   

  
. (4) 

θ β υθΪλ β β f έθαδ παλαΰπΰέ δηβ α τκ παλαπΪθπ σλδα γα πλΫπ δ θα έθαδ έ α ( σ κ α 

πλαΰηα δεΪ σ κ εαδ α φαθ α δεΪ ηΫλβ κυμ), βζα ά γα πλΫπ δ θα δ ξτκυθ  

u v

x y

 


 
,    

u v

y x

 
 

 
.  (5) 

Οδ παλαπΪθπ υθγάε μ, (5), έθαδ ΰθπ Ϋμ πμ υθγάε μ Cauchy-Riemann (C-R). Παλα βλά  σ δ 
κδ υθγάε μ αυ Ϋμ έθαδ αθαΰεαέ μ ΰδα θα έθαδ ηδα υθΪλ β β παλαΰπΰέ δηβ (η  Ϊζζα ζσΰδα, αθ 
θ δ ξτκυθ κδ C-R β f θ έθαδ παλαΰπΰέ δηβ), σξδ σηπμ εαδ δεαθΫμ (υπκζκΰέ βεαθ 

ξλβ δηκπκδυθ αμ τκ ησθκ εα υγτθ δμ εα Ϊ δμ κπκέ μ z0). Μπκλ έ θα απκ δξγ έ σ δ ΰδα θα 

έθαδ β υθΪλ β β παλαΰπΰέ δηβ γα πλΫπ δ σξδ ησθκ θα δ ξτκυθ κδ C-R αζζΪ εαδ σζ μ κδ η λδεΫμ 
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παλΪΰπΰκδ πκυ ηπζΫεκθ αδ  αυ Ϋμ θα έθαδ υθ ξ έμ υθαλ ά δμ πθ x εαδ y. Άλα ηπκλκτη  θα 

εα αζάικυη  κ ιάμ ελδ άλδκ ΰδα κθ Ϋζ ΰξκ βμ παλαΰπΰδ δησ β αμ:   

Μδα υθΪλ β β f(z) έθαδ παλαΰπΰέ δηβ πμ πλκμ z=x+iy αθ: 

(α) δ ξτκυθ κδ υθγάε μ C-R,  

(ί) κδ η λδεΫμ παλΪΰπΰκδ , , ,
u v u v

x y y x

   
   

έθαδ υθ ξ έμ υθαλ ά δμ πθ x εαδ y. 

Η παλΪΰπΰσμ βμ f σ  έθ αδ έ  απσ κθ τπκ (3) έ  απσ κθ (4) ( ζ υ αέα ηΫζβ), βζα ά 

df u v u v
i i

dz x x y y

   
    
   

.  (6) 

Εφα γ : Χλβ δηκπκδά  δμ υθγάε μ C-R ΰδα θα ι Ϊ  βθ παλαΰπΰδ δησ β α εαδ θα 

ίλ έ  βθ παλΪΰπΰκ βμ υθΪλ β βμ f(z)=e
z
. 

 

Γ θδεΪ, ηπκλ έ θα απκ δξγ έ (ξλβ δηκπκδυθ αμ έ  κθ κλδ ησ έ  δμ υθγάε μ C-R) σ δ αθ ηδα 

υθΪλ β β f π λδΫξ δ β υθαλ β δαεά βμ Ϋεφλα β κ z*
 β υθΪλ β β θ έθαδ παλαΰπΰέ δηβ 

πμ πλκμ z. θ π λδΫξ δ ησθκ κ z, ηπκλ έ θα ΰλαφ έ βζα ά β ηκλφά f=f(z), σ  β υθΪλ β β 

έθαδ παλαΰπΰέ δηβ αθ έθαδ παλαΰπΰέ δηβ β αθ έ κδξβ πλαΰηα δεά υθΪλ β β f(x). Η 

παλαΰυΰδ β βμ f(z) σ  αεκζκυγ έ κυμ εαθσθ μ παλαΰυΰδ βμ πκυ έθαδ ΰθπ κέ απσ δμ 
πλαΰηα δεΫμ υθαλ ά δμ. Σκ ΰ ΰκθσμ αυ σ πλκ φΫλ δ Ϋθαθ πδπζΫκθ λσπκ/ελδ άλδκ ΰδα θα 

ι Ϊ δ εαθ έμ αθ ηδα υθΪλ β β έθαδ παλαΰπΰέ δηβ εαδ θα ίλ δ βθ παλΪΰπΰσ βμ. 
 

Εφα γ : Χλβ δηκπκδά  δμ υθγάε μ C-R ΰδα θα έι  σ δ β υθΪλ β β f(z)=x+2ixy θ έθαδ 
παλαΰπΰέ ηβ. Κα σπδθ εφλΪ  βθ f(z) ηΫ π πθ z εαδ z*

 (ζαηίΪθκθ αμ υπσοβ σ δ x=(z+z
*
)/2, 

y=(z-z
*
)/2i) εαδ ξλβ δηκπκδά  κ ελδ άλδκ βμ πλκβΰκτη θβμ παλαΰλΪφκυ ΰδα θα απκφαθγ έ  ΰδα 

βθ παλαΰπΰδ δησ β α βμ υθΪλ β βμ.  
 

θαφΫλαη  παλαπΪθπ σ δ αθ ηδα υθΪλ β β f(z) ΰλΪφ αδ πμ υθΪλ β β ησθκ κυ z (εαδ σξδ κυ 
z

*
) εαδ έθαδ παλαΰπΰέ δηβ, σ  δ ξτκυθ ΰδα αυ άθ κδ εαθσθ μ παλαΰυΰδ βμ πθ πλαΰηα δευθ 
υθαλ ά πθ. Μπκλ έ θα απκ δξγ έ βζα ά σ δ  

z zd
e e

dz
 ,   1n nd

z nz
dz

 , n αεΫλαδκμ,  sin cos
d

z z
dz

 , cos sin
d

z z
dz

  . 

 

Εφα γ : Χλβ δηκπκδά  κθ κλδ ησ βμ παλαΰυΰκυ ΰδα θα ζΫΰι  βθ παλαΰπΰδ δησ β α εαδ 
θα ίλ έ  βθ παλΪΰπΰκ πθ υθαλ ά πθ f(z)=z

n
 (n γ δεσμ αεΫλαδκμ) εαδ g(z)=1/z. 

 

α υ  υ α  α  α α α α υ α ω  

θ ηδα υθΪλ β β f(z) έθαδ ηκθσ δηβ εαδ παλαΰπΰέ δηβ  ηδα π λδκξά κυ ηδΰα δεκτ πδπΫ κυ, 
σ  β υθΪλ β β ζΫΰ αδ α α υ  βθ π λδκξά αυ ά. θ β f έθαδ αθαζυ δεά  κζσεζβλκ κ 

ηδΰα δεσ πέπ κ σ  κθκηΪα αδ α α α (entire). 

Σα βη έα α κπκέα β υθΪλ β β f έθαδ αθαζυ δεά κθκηΪακθ αδ α  α βμ f, θυ ε έθα 

α κπκέα β f θ έθαδ αθαζυ δεά ζΫΰκθ αδ α α α α. Γδα παλΪ δΰηα, β υθΪλ β β f(z)=1/z 
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έθαδ αθαζυ δεά παθ κτ ε σμ απσ κ βη έκ z0=0, κ κπκέκ έθαδ κ ηκθα δεσ αθυηαζκ βη έκ βμ 
υθΪλ β βμ. 

Σα αθυηαζα βη έα ηδαμ υθΪλ β βμ f(z) ηπκλκτθ θα εα βΰκλδκπκδβγκτθ  βη έα:  

(i) απ ω  α ω α α ˙ Ϋθα βη έκ z0 έθαδ βη έκ απκηκθπηΫθβμ αθπηαζέαμ βμ f - εαδ 
ζΫη  σ δ β f Ϋξ δ απκηκθπηΫθβ αθπηαζέα κ z0 - σ αθ ΰδα σζα α Ϊζζα βη έα βθ 
ΰ δ κθδΪ κυ z0 β υθΪλ β β έθαδ αθαζυ δεά), π.ξ. κ z0=0 έθαδ βη έκ απκηκθπηΫθβμ 
αθπηαζέαμ βμ f(z)=1/z˙  

(ii)  απ ω  α ω α α  (αθ θ έθαδ απκηκθπηΫθβ). Συπδεσ παλΪ δΰηα ηβ 

απκηκθπηΫθβμ αθπηαζέαμ έθαδ β κηά ηδΰα δεάμ υθΪλ β βμ, βθ κπκέα β υθΪλ β β 

θ έθαδ ηκθσ δηβ. 

Μπκλ έ θα απκ δξγ έ σ δ κδ υθάγ δμ υθαλ ά δμ (πκζυπθυηδεΫμ, εγ δεΫμ, λδΰπθκη λδεΫμ εαδ 
υπ λίκζδεΫμ) έθαδ αθαζυ δεΫμ παθ κτ, ε σμ απσ α βη έα α κπκέα ηβ θέα αδ κ 
παλκθκηα άμ κυμ. 

Σα απκηκθπηΫθα αθυηαζα βη έα ηπκλκτθ θα δαελδγκτθ  λ δμ π λ αέλπ εα βΰκλέ μ: 

(α) πσζκυμ, 
(ί) βη έα κυ δυ κυμ αθπηαζέαμ, 
(ΰ) βη έα αδλση θβμ αθπηαζέαμ 

Έθα απκηκθπηΫθκ αθυηαζκ βη έκ z0 ζΫΰ αδ π  ηδαμ υθΪλ β βμ f(z) αθ β υθΪλ β β ηπκλ έ 
θα ΰλαφ έ β ηκλφά  

0

( )
( )

( )k

g z
f z

z z



, σπκυ g(z) αθαζυ δεά κ z0 εαδ k γ δεσμ αεΫλαδκμ. 

Ο k σ  κθκηΪα αδ  υ π υ. Έθαμ δ κ τθαηκμ κλδ ησμ ΰδα κθ πσζκ έθαδ κ ιάμ: Σκ z0 

ζΫΰ αδ πσζκμ Ϊιβμ k βμ f(z) αθ  

0
0lim[ ( )( ) ] . 0k

z z
f z z z


     . 

Π.ξ. β f(z)=1/(z-i)
2
 Ϋξ δ πσζκ Ϊιβμ 2 κ i. Η f(z)=1/[(z-1)

2
(z+i)] Ϋξ δ τκ πσζκυμ: κ 1, κ κπκέκ 

έθαδ πσζκμ Ϊιβμ 2, εαδ κ -i κ κπκέκ έθαδ πσζκμ Ϊιβμ 1. 

Οδ πσζκδ παέακυθ εαέλδκ λσζκ κθ υπκζκΰδ ησ κυ κζκεζβλυηα κμ ηδαμ ηδΰα δεάμ υθΪλ β βμ, 
σππμ γα υαβ βγ έ κ πση θκ ε φΪζαδκ. 

Έθα απκηκθπηΫθκ αθυηαζκ βη έκ z0 ζΫΰ αδ βη έκ υ υ  α ω α α  αθ θ υπΪλξ δ 
αεΫλαδκμ k υ  

0
0lim [ ( )( ) ]k

z z
f z z z


    . Π.ξ. κ z0=0 έθαδ βη έκ κυ δυ κυμ 

αθπηαζέαμ βμ υθΪλ β βμ 1/( ) zf z e . 

Έθα βη έκ z0 ζΫΰ αδ βη έκ α  α ω α α  αθ β αθπηαζέα αέλ αδ παέλθκθ αμ κ σλδκ 

0

lim ( )
z z

f z


. Π.ξ. β υθΪλ β β f(z)=sin(z)/z Ϋξ δ αδλση θβ αθπηαζέα κ z0=0. 

 ο ω α υ  α  α  

Σα κζκεζβλυηα α ηδΰα δευθ υθαλ ά πθ κλέακθ αδ αθΪζκΰα η  ε έθα πθ πλαΰηα δευθ 
υθαλ ά πθ. Η δαφκλΪ υ έθαδ σ δ παλΪζζβζα η  α σλδα βμ κζκεζάλπ βμ γα πλΫπ δ θα 
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έ αδ πέ βμ εαδ κ λσηκμ κζκεζάλπ βμ, εαγσ δ κ πέπ κ πθ ηδΰα δευθ κ λσηκμ πκυ θυθ δ 
τκ βη έα z1 εαδ z2 θ έθαδ ηκθα δεσμ (ίζ. ξ. 2). 

ξ. 2:  βθ υγ έα πθ πλαΰηα δευθ (αλδ λσ ξάηα) υπΪλξ δ Ϋθαμ εαδ ηκθα δεσμ λσηκμ ΰδα θα φ Ϊ δμ 
απσ κ βη έκ x1 κ x2.  κ πέπ κ πθ ηδΰα δευθ ( ιδσ ξάηα) υπΪλξκυθ Ϊπ δλκδ λσηκδ ΰδα θα φ Ϊ δμ 
απσ κ βη έκ z1 κ z2. 

θ ΰΫθ δ, Ϋθα ηδΰα δεσ κζκεζάλπηα γα έθαδ βμ ηκλφάμ 
2

1

( ) ,

z

z

f z dz dz dx idy  . 

θ κ λσηκμ κζκεζάλπ βμ, Ϋ π c, ηπκλ έ θα εφλα έ ηΫ π ηδαμ ηκθα δεάμ πλαΰηα δεάμ 
παλαηΫ λκυ, t, βζα ά ΰδα α z πκυ ίλέ εκθ αδ πΪθπ κ λσηκ c δ ξτ δ z=z(t)=x(t)+iy(t), κ 
κζκεζάλπηα ηπκλ έ θα εφλα έ ηΫ π κυ t εαδ θα υπκζκΰδ έ η  η γσ κυμ ΰθπ Ϋμ απσ β 

γ πλέα πθ πλαΰηα δευθ κζκεζβλπηΪ πθ.  Θα έθαδ βζα ά  

2 2

1 1

( ) ( ( ))

z t

z t

dz
f z dz f z t dt

dt
  . 

  πκζζΫμ π λδπ υ δμ αυ ά β ηκθα δεά παλΪη λκμ t ηπκλ έ θα αυ έα αδ η  εΪπκδα απσ δμ 
υθ αΰηΫθ μ κυ z (εαλ δαθΫμ ά πκζδεΫμ), σππμ φαέθ αδ κ πση θκ παλΪ δΰηα. 

α α:  Έ π β υθΪλ β β f(z)=z. Να υπκζκΰδ έ κ κζκεζάλπηΪ βμ βθ π λέπ π β πκυ 
λσηκμ κζκεζάλπ βμ έθαδ: (α) κ βηδετεζδκ εΫθ λκυ ηβ Ϋθ εαδ αε έθαμ 2, (ί) κ υγτΰλαηηκ 

ηάηα πκυ θυθ δ α βη έα z1=0 εαδ z2=2+2i. 

 βθ π λέπ π β (α) ίκζ τ δ θα ξλβ δηκπκδά δ εαθ έμ πκζδεΫμ υθ αΰηΫθ μ, iz e   , εαγυμ δμ 
υθ αΰηΫθ μ αυ Ϋμ κ λσηκμ κζκεζάλπ βμ ηπκλ έ θα εφλα έ ηΫ π ησθκ βμ η αίζβ άμ γ. 
Σκ z βζα ά πΪθπ κ λσηκ κζκεζάλπ βμ γα ΰλΪφ αδ iz e   , η  λ= αγ.=2, βζα ά 

2

1

2 2

0 0

( ) ( ) 0

z

i i i

z

f z dz e d e i e d

 
           ,   λ=2. 

 βθ π λέπ π β (ί) κ λσηκμ κζκεζάλπ βμ ηπκλ έ θα εφλα έ ηΫ π ησθκ βμ παλαηΫ λκυ x (ά 

y), εαγυμ πΪθπ κ λσηκ y=x. Σκ κζκεζάλπηα βζα ά γα πΪλ δ β ηκλφά  

2

1

22 2 2
2 2 2

0 0 0

( ) ( ) ( ) (1 ) (1 ) 2(1 )
2

z

z

x
f z dz x ix d x ix i xdx i i           . 

x1 x2 

Πλαΰηα δεά υγ έα 

z1 

z2 

Μδΰα δεσ πέπ κ 

Re(z) 

Im(z) 
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πσ κ παλαπΪθπ παλΪ δΰηα ηπκλ έ τεκζα θα δαπδ υ δ εαθ έμ σ δ 
2 1

1 2

( ) ( )

z z

z z

f z dz f z dz   . 

α α:  Έ π β υθΪλ β β f(z)=1/z. Να υπκζκΰδ έ κ κζκεζάλπηΪ βμ βθ π λέπ π β 

πκυ λσηκμ κζκεζάλπ βμ, c, έθαδ κ ετεζκμ εΫθ λκυ ηβ Ϋθ εαδ αε έθαμ R.   

Χλβ δηκπκδυθ αμ β δα δεα έα κυ πλκβΰκτη θκυ παλα έΰηα κμ, π λέπ π β (α), ηπκλ έ τεκζα 

θα δξγ έ σ δ  
2 2

0 0

1 1
( ) ( ) 2i

i

c c

f z dz dz d Re i d i
z Re

 


          . 

Σκ τηίκζκ  βζυθ δ κζκεζάλπ β  εζ δ σ λσηκ κ κπκέκμ δα λΫξ αδ εα Ϊ β γ δεά φκλΪ 

(Θ δεά φκλΪ, εα Ϊ τηία β, γ πλ έ αδ β φκλΪ β αθ έγ β πθ δε υθ λκζκΰδκτ.)  Παλα βλά  

σ δ κ κζκεζάλπηα έθαδ αθ ιΪλ β κ βμ αε έθαμ κυ λσηκυ. Παλα βλά  πέ βμ σ δ αθ 
δα λΫικυη  κ λσηκ εα Ϊ βθ αθ έγ β φκλΪ κ κζκεζάλπηα αζζΪα δ πλσ βηκ.   

Σα κζκεζβλυηα α α παλαπΪθπ παλα έΰηα α υπκζκΰέ βεαθ τεκζα η  αζζαΰά η αίζβ άμ εαδ 
αθαΰπΰά  πλαΰηα δεΪ κζκεζβλυηα α.   π λδπ υ δμ πδκ τθγ πθ κζκεζβλπηΪ πθ σηπμ 
(σπκυ έ  β πλκμ κζκεζάλπ β υθΪλ β β έθαδ πδκ τθγ β έ  κ λσηκμ κζκεζάλπ βμ θ έθαδ 
απζά εαηπτζβ), β παλαπΪθπ δα δεα έα θ έθαδ τεκζβ βθ φαληκΰά βμ ά ηπκλ έ θα κ βΰ έ 

 τθγ α πλαΰηα δεΪ κζκεζβλυηα α.  

 β υθΫξ δα, γα αθαφΫλκυη  κλδ ηΫθα ία δεΪ γ πλάηα α βμ ηδΰα δεάμ αθΪζυ βμ πκυ ηαμ 
ίκβγκτθ θα απκφ τΰκυη  βθ παλαπΪθπ δα δεα έα εαδ εΪθκυθ κθ υπκζκΰδ ησ ηδΰα δευθ 
κζκεζβλπηΪ πθ  εζ δ κτμ λσηκυμ ιαδλ δεΪ απζσ. Σα γ πλάηα α αυ Ϊ υθδ κτθ α 

γ ηΫζδα κυ εζΪ κυ βμ ηδΰα δεάμ κζκεζάλπ βμ, ΰθπ άμ πμ Λκΰδ ησμ πθ Τπκζκέππθ. 

α  ω α α ο ο  ω  Υπο ο πω  

Θ α Cauchy: θ ηδα υθΪλ β β f(z) έθαδ αθαζυ δεά ηΫ α εαδ πΪθπ κθ εζ δ σ λσηκ c, 

σ   

 ( ) 0
c

f z dz  .  (7) 

θ κ λσηκμ θ έθαδ εζ δ σμ σ  κ κζκεζάλπηα ιαλ Ϊ αδ ησθκ απσ α Ϊελα κυ λσηκυ εαδ 
έθαδ αθ ιΪλ β κ βμ δα λκηάμ. 

Σκ γ υλβηα κυ Cauchy ηπκλ έ θα ξλβ δηκπκδβγ έ σξδ ησθκ ΰδα κθ υπκζκΰδ ησ κζκεζβλπηΪ πθ 
πκυ έθαδ αθαζυ δεΫμ παθ κτ ηΫ α  ηδα π λδκξά, αζζΪ εαδ ΰδα κθ υπκζκΰδ ησ κζκεζβλπηΪ πθ 
η  π π λα ηΫθκυμ πσζκυμ β π λδκξά αυ ά.  β τ λβ π λέπ π β ηπκλ έ θα ξλβ δηκπκδβγ έ ΰδα 

θα απζκπκδά δ βηαθ δεΪ κ λσηκ κζκεζάλπ βμ, ηΫ π ηδαμ δα δεα έαμ ΰθπ άμ πμ 
παλαησλφπ β κυ λσηκυ κζκεζάλπ βμ, βθ κπκέα π λδΰλΪφκυη  αηΫ πμ παλαεΪ π. 

α α φω  υ ω : Έ π ηδα υθΪλ β β f(z) αθαζυ δεά ηΫ α εαδ πΪθπ κθ 
εζ δ σ λσηκ c κυ ξάηα κμ 3, ε σμ απσ κ βη έκ z κ κπκέκ β υθΪλ β β Ϋξ δ πσζκ. 

Χλβ δηκπκδυθ αμ κ γ υλβηα κυ Cauchy ηπκλ έ τεκζα θα δξγ έ σ δ κ κζκεζάλπηα βμ f 

πΪθπ κθ c δ κτ αδ η  κ κζκεζάλπηΪ βμ πΪθπ κθ ετεζκ Γ η  εΫθ λκ κθ πσζκ z. Γδα θα κ 

έικυη  αυ σ παλαηκλφυθκυη  κ λσηκ κζκεζάλπ βμ  σππμ φαέθ αδ κ ξ. 3, πβΰαέθκθ αμ 
απσ κθ αλξδεσ εζ δ σ λσηκ c: A´ ´ κθ πδκ τθγ κ εζ δ σ λσηκ c´: ´ ´´ ´´´ ´ κ 
κπκέκμ π λδεζ έ δ β ΰλαηηκ εδα ηΫθβ π λδκξά. τηφπθα η  κ γ υλβηα κυ Cauchy κ 
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κζκεζάλπηα βμ f κθ c´ έθαδ ηβ Ϋθ, αφκτ β υθΪλ β β θ Ϋξ δ πσζκυμ βθ π λδκξά 

κζκεζάλπ βμ. Όηπμ 
''

' '''
'

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
A A

A A
c c

f z dz f z dz f z dz f z dz f z dz


          =0. 

 κ σλδκ πκυ α υγτΰλαηηα ηάηα α ´ ´´ εαδ ´´´  υηπέπ κυθ, β παλαπΪθπ ξΫ β κ βΰ έ 
βθ ( ) ( )

c

f z dz f z dz


   . Έ δ κ κζκεζάλπηα βμ f β τθγ β εαηπτζβ c αθΪΰ αδ  

κζκεζάλπηα πΪθπ  ηδα πκζτ απζκτ λβ εαηπτζβ, κθ ετεζκ Γ.  βθ π λέπ π β πκυ β αε έθα 

κυ ετεζκυ Γ έθ δ κ ηβ Ϋθ κ κζκεζάλπηα βμ f πΪθπ κθ Γ δαδλ ηΫθκ η  2πi έθ δ  Ϋθαθ 
αλδγησ πκυ κθκηΪα αδ κζκεζβλπ δεσ υπσζκδπκ βμ f πΪθπ κθ πσζκ z. 

 

ξ. 3: Μ  παλαησλφπ β κυ λσηκυ κζκεζάλπ βμ 
(κ εζ δ σμ λσηκμ c: A´ A ´ παλαηκλφυθ αδ κ 
λσηκ c´: ´ ´´ ´´´ ´) εαδ ξλβ δηκπκδυθ αμ 
κ γ υλβηα κυ Cauchy ηπκλ έ τεκζα θα δξγ έ 
σ δ κ κζκεζάλπηα ηδαμ υθΪλ β βμ f πΪθπ βθ 
εζ δ ά εαηπτζβ c, ηΫ α βθ κπκέα β f Ϋξ δ πσζκ 
κ z δ κτ αδ η  κ κζκεζάλπηα βμ f πΪθπ κθ 

ετεζκ Γ. Σκ κζκεζάλπηα αυ σ, κ σλδκ πκυ r0 

δ κτ αδ η  2πi πέ κ κζκεζβλπ δεσ υπσζκδπκ βμ f. 

  

βζα ά κ ω  υπ π  ηδαμ υθΪλ β βμ f(z) πΪθπ  Ϋθαθ πσζκ z0, κ κπκέκ 

υηίκζέα αδ η  
0

Res ( )
z z

f z


, κλέα αδ πμ  

0

1
Res ( ) ( )

2z z
f z f z dz

i



  ,  (8) 

σπκυ κ ΰ έθαδ ετεζκμ απ δλκ Ϊ ηδελάμ αε έθαμ η  εΫθ λκ κ z0. 

τηφπθα η  α παλαπΪθπ (ίζ. πέ βμ ξ. 3) κ κζκεζάλπηα ηδαμ υθΪλ β βμ  κπκδα άπκ  

εζ δ ά εαηπτζβ, c, βθ κπκέα β υθΪλ β β Ϋξ δ Ϋθαθ πσζκ, Ϋ π κ z0, δ κτ αδ η  2πi πέ κ 
κζκεζβλπ δεσ υπσζκδπκ βμ υθΪλ β βμ πΪθπ κθ πσζκ. Ι ξτ δ βζα ά σ δ 

0

( ) 2 Res ( )
z z

c

f z dz i f z


  .  (9) 

Σκ κζκεζβλπ δεσ αυ σ υπσζκδπκ βθ π λέπ π β απζκτ πσζκυ ηπκλ έ θα υπκζκΰδ έ τεκζα 

ξλβ δηκπκδυθ αμ κ παλαεΪ π γ υλβηα/ τπκ, ΰθπ σ πμ κζκεζβλπ δεσ τπκ κυ Cauchy. 

ω  π  υ Cauchy: Έ π β υθΪλ β β 
0

( )
( )

g z
f z

z z



 η  g(z) αθαζυ δεά ηΫ α εαδ 

πΪθπ  εζ δ σ λσηκ c  κ κπκέκμ π λδεζ έ δ κ βη έκ z0. Σσ   

0

0

( )
2 ( )

c

g z
dz ig z

z z
 

  . (10) 
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Ο τπκμ κυ Cauchy ηαμ ίκβγΪ δ θα υπκζκΰέ κυη  κζκεζβλυηα α υθαλ ά πθ η  Ϋθαθ απζσ 

πσζκ βθ π λδκξά κζκεζάλπ βμ. ΠλΪΰηα δ, β 
0

( )
( )

g z
f z

z z



Ϋξ δ απζσ πσζκ κ βη έκ z0. 

εφλΪακθ αμ κθ τπκ κυ Cauchy ηΫ π βμ f, παέλθκυη  

0
0 0

0

( )
( ) 2 ( ) 2 lim[ ( )( )]

z z
c c

g z
f z dz dz ig z i f z z z

z z 
     

   .  (11) 

θ δπαλαίΪζζκθ αμ κυμ τπκυμ (9) εαδ (11), ηπκλ έ εαθ έμ θα δ τεκζα σ δ βθ π λέπ π β  

απζκτ πσζκυ (πσζκυ Ϊιβμ 1) δ ξτ δ 

00

0Res ( ) lim[ ( )( )]
z zz z

f z f z z z


  .  (12) 

Ο τπκμ (12) έθ δ Ϋθαθ τεκζκ λσπκ υπκζκΰδ ηκτ κυ κζκεζβλπ δεκτ υπκζκέπκυ υθΪλ β βμ  

πσζκ πλυ βμ Ϊιβμ, Ϊλα εαδ κυ κζκεζβλυηα κμ υθΪλ β βμ  εζ δ ά δα λκηά πκυ π λδεζ έ δ 
κθ πσζκ. 

Εφα γ :  Τπκζκΰέ  ξλβ δηκπκδυθ αμ α παλαπΪθπ γ πλάηα α κ κζκεζάλπηα βμ f(z)=e
z
/z 

εα Ϊ ηάεκμ εζ δ άμ δα λκηάμ πκυ (α) π λδεζ έ δ κ ηβ Ϋθ, (ί) θ π λδεζ έ δ κ ηβ Ϋθ. 

θα δα Ϊ κθ αμ κθ τπκ κυ Cauchy πμ  

1 ( )
( )

2
c

g z
g w dz

i z w


   

εαδ παλαΰπΰέακθ αμ πμ πλκμ w παέλθκυη   

2

( ) 1 ( ) 1 1 1 ( )
( )

2 2 2 ( )
c c c

dg w d g z d g z
dz dzg z dz

dw i dw z w i dw z w i z w
  

          . 

Παλαΰπΰέακθ αμ n φκλΫμ εα αζάΰκυη  κθ π   πα αγ γ υ υ Cauchy 

( )

0 1

0

! ( )
( )

2 ( )

n

n

c

n g z
g z dz

i z z 
  .  (13) 

Ο τπκμ αυ σμ ηαμ ίκβγΪ δ θα υπκζκΰέ κυη  κ κζκεζβλπ δεσ υπσζκδπκ υθΪλ β βμ  πσζκ 
κπκδα άπκ  Ϊιβμ ηΫ α βθ π λδκξά κζκεζάλπ βμ. ΠλΪΰηα δ, Ϋ π β υθΪλ β β f η  πσζκ n 

Ϊιβμ κ βη έκ z0.  Η υθΪλ β β σ  γα ΰλΪφ αδ  

0

( )
( )

( )n

g z
f z

z z



, 

σπκυ β g(z) έθαδ αθαζυ δεά κ z0 εαδ ΰτλπ απσ αυ σ. Σσ  κ κζκεζάλπηα βμ υθΪλ β βμ  

ετεζκ γ απ δλκ άμ αε έθαμ η  εΫθ λκ κ z0 (πκυ έθαδ ι κλδ ηκτ έ κ η  2πi
0

Res ( )
z z

f z


)  γα 

ΰλΪφ αδ  

00

1
( 1)

0 01

0

1 ( ) 2 2
( ) 2 Res ( ) ( ) lim [ ( )( ) ]

2 ( ) ( 1)! ( 1)!

n
n n

n nz zz z

g z i i d
f z dz i f z dz g z f z z z

i z z n n dz





 

 
     

      , (14) 

Ϊλα κ κζκεζβλπ δεσ υπσζκδπκ  πσζκ Ϊιβμ n γα έ αδ απσ κθ τπκ  
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00

1

01

1
Res ( ) lim [ ( )( ) ]

( 1)!

n
n

nz zz z

d
f z f z z z

n dz




 


.   (15) 

Γδα n=1 κ τπκμ (15) εα αζάΰ δ κθ (12).  

Έξκθ αμ υπκζκΰέ δ κ κζκεζβλπ δεσ υπσζκδπκ υθΪλ β βμ  πσζκ υξαέαμ Ϊιβμ, ηπκλκτη  θα 

πλκξπλά κυη  κ γ υλβηα πθ υπκζκέππθ, κ κπκέκ απκ ζ έ ΰ θέε υ β κυ τπκυ (9) εαδ έθαδ 
κ πδ Ϋΰα ηα κυ ζκΰδ ηκτ πθ Τπκζκέππθ.  

Θ ώ α Υπο ο πω : Έ π ηδα υθΪλ β β f αθαζυ δεά ηΫ α εαδ πΪθπ  εζ δ σ λσηκ c, 

ε σμ απσ π π λα ηΫθκ αλδγησ πσζπθ α βη έα zk, k=1,2…n, πκυ π λδεζ έκθ αδ απσ κθ λσηκ 
(εαδ θ έθαδ πΪθπ κθ c).  Σσ  κ κζκεζάλπηα βμ υθΪλ β βμ f πΪθπ κθ λσηκ c γα έθ αδ 
απσ κθ τπκ 

1

( ) 2 Res ( )
k

n

z z
kc

f z dz i f z




   .  (16) 

Σα κζκεζβλπ δεΪ υπσζκδπα κθ τπκ (16) υπκζκΰέακθ αδ ηΫ π βμ ξΫ βμ (15). ( χ :  Μσθκ 
κδ πσζκδ πκυ ίλέ εκθ αδ ηΫ α βθ π λδκξά κζκεζάλπ βμ υθ δ φΫλκυθ κ κζκεζάλπηα κυ 
τπκυ (16).) 

Εφα γ : Χλβ δηκπκδά  κ ζκΰδ ησ πθ υπκζκέππθ ΰδα θα υπκζκΰέ  α κζκεζβλυηα α πθ 
παλαεΪ π υθαλ ά πθ, σ αθ κ λσηκμ κζκεζάλπ βμ, c, έθαδ κ ετεζκμ εΫθ λκυ ηβ Ϋθ εαδ 
αε έθαμ 3. 

2( 1)( )

ze

z z i 
,   

2( ) ( 4)

z

z i z 
,   

2

2( 1)

z

z 
,   

2( 4)

ize

z 
. 

 

Υπο ο  π α α  ο ο ω ω   α  ο ο ω  

Σα παλαπΪθπ γ πλάηα α εΪθκυθ κθ υπκζκΰδ ησ ηδΰα δευθ κζκεζβλπηΪ πθ  εζ δ κτμ 
λσηκυμ πλσίζβηα ξ δεΪ λδηηΫθκ. Η πλαΰηα δεά τθαηβ σηπμ κυ ζκΰδ ηκτ πθ υπκζκέππθ 
Ϋΰε δ αδ σξδ ησθκ κ σ δ πλκ φΫλ δ Ϋθαθ τεκζκ λσπκ υπκζκΰδ ηκτ ηδΰα δευθ κζκεζβλπηΪ πθ 
αζζΪ εαδ κ σ δ ηπκλ έ θα ξλβ δηκπκδβγ έ εαδ ΰδα κθ υπκζκΰδ ησ εΪπκδπθ πλαΰηα δευθ 
κζκεζβλπηΪ πθ κ κπκέκμ έθαδ πκζτ τ εκζκ (εαδ  κλδ ηΫθ μ π λδπ υ δμ α τθα κθ) θα ΰέθ δ η  

Ϊζζ μ η γσ κυμ. 

Κα βΰκλέ μ πλαΰηα δευθ κζκεζβλπηΪ πθ πκυ υπκζκΰέακθ αδ τεκζα ηΫ π κυ ζκΰδ ηκτ πθ 
υπκζκέππθ έθαδ κδ ιάμ: 

. Οζκεζβλυηα α λδΰπθκη λδευθ υθαλ ά πθ, βμ ηκλφάμ 

 
2

0

(sin ,cos )F d



   , F λβ ά υθΪλ β β. 

.  Οζκεζβλυηα α η  Ϊπ δλα σλδα, βμ ηκλφάμ 

( )iaxe R x dx




 , σπκυ α πλαΰηα δεσμ αλδγησμ εαδ R(x) λβ ά υθΪλ β β κυ x. 
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 β υθΫξ δα γα αθαπ τικυη  κθ λσπκ υπκζκΰδ ηκτ πθ παλαπΪθπ εα βΰκλδυθ 
κζκεζβλπηΪ πθ.  

. Ο ο ώ α α γω ο ώ  υ α ω   ο φ  
2

0
(sin ,cos )F d


   . 

Σα κζκεζβλυηα α βμ ηκλφάμ
2

0
(sin ,cos )F d


   , σπκυ β F έθαδ λβ ά υθΪλ β β κυ βηδ σθκυ 

ά/εαδ κυ υθβηδ σθκυ αθ δη ππέακθ αδ η  βμ ιάμ αζζαΰά η αίζβ άμ:  z=e
i

. Σσ , 

cos ( 1/ ) / 2, sin ( 1/ ) / 2z z z z i       (απκ δεθτκθ αδ τεκζα ξλβ δηκπκδυθ αμ κθ τπκ κυ 
Euler), dz izd  , εαδ κ λσηκμ κζκεζάλπ βμ ΰέθ αδ κ ετεζκμ εΫθ λκυ ηβ Ϋθ  εαδ αε έθαμ 1 

(ηκθα δαέκμ ετεζκμ). Σκ κζκεζάλπηα Ϋ δ η α λΫπ αδ  Ϋθα ηδΰα δεσ κζκεζάλπηα  εζ δ σ 

λσηκ, κ κπκέκ υπκζκΰέα αδ τεκζα η  κ γ υλβηα πθ Τπκζκέππθ. 

Εφα γ : Χλβ δηκπκδά  ηδΰα δεά κζκεζάλπ β ΰδα θα υπκζκΰέ  α ιάμ κζκεζβλυηα α:  
2

0

1

5 3sin
d




  ,   

2

0

cos

5 4cos
d

 


  . 

. Ο ο ώ α α  άπ α ό α 

Όππμ αθαφΫλγβε  εαδ θπλέ λα, κ ζκΰδ ησμ πθ υπκζκέππθ ξλβ δηκπκδ έ αδ η  πδ υξέα κθ 
υπκζκΰδ ησ κζκεζβλπηΪ πθ η  Ϊπ δλα σλδα, βμ ηκλφάμ ( )iaxe R x dx



 , σπκυ β R έθαδ λβ ά 

υθΪλ β β κυ x εαδ κ a πλαΰηα δεσμ αλδγησμ. Πλκ κτ αθαφΫλκυη  β υΰε ελδηΫθβ ηκλφά βμ 
υθΪλ β βμ R εαδ κθ λσπκ υπκζκΰδ ηκτ πθ κζκεζβλπηΪ πθ αυ υθ ξλ δΪα αδ θα ΰέθκυθ 
εα αθκβ Ϊ α ιάμ: 

Γδα ηδα υξαέα υθΪλ β β f(x) δ ξτκυθ:  

i) ( ) lim ( )

r

r
r

f x dx f x dx

 


 

  . 

ξ. 4: Κζ δ κέ λσηκδ κζκεζάλπ βμ 
πκυ ξλβ δηκπκδκτθ αδ κθ 
υπκζκΰδ ησ πλαΰηα δευθ 
κζκεζβλπηΪ πθ η  Ϊπ δλα σλδα. 

ii) θ π ε έθκυη  β υθΪλ β β f(x) κ ηδΰα δεσ πέπ κ, βζα ά xz, f(x)f(z), εαδ 
γ πλά κυη  κθ εζ δ σ λσηκ (Ϋ π c) κυ ξάηα κμ 4, κ κπκέκμ υθέ α αδ απσ κ υγτΰλαηηκ 
ηάηα  (ά (-r, +r)) εαδ βθ βηδπ λδφΫλ δα Γ1(r), σ  

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

r r

c r r

f z dz f z dz f z dz f x dx f z dz
   

        .  (17) 

(Σκ ιδσ ηΫζκμ βμ παλαπΪθπ δ σ β αμ πλκετπ δ ζαηίΪθκθ αμ υπσοβ σ δ πΪθπ κθ πλαΰηα δεσ 
Ϊικθα, σπκυ y=0, δ ξτ δ z=x+iy=x εαδ dz=dx.) θ κ κζκεζάλπηα πΪθπ βθ βηδπ λδφΫλ δα Γ1(r) 

ηβ θέα αδ κ σλδκ πκυ r έθ δ κ Ϊπ δλκ, σ  κ σλδκ αυ σ ( ) ( )
c

f z dz f x dx



  . βζα ά κ 
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πλαΰηα δεσ κζκεζάλπηα πκυ αβ Ϊη  δ κτ αδ η  κ αθ έ κδξκ ηδΰα δεσ κζκεζάλπηα βθ εζ δ ά 

εαηπτζβ c η  αε έθα πκυ έθ δ κ Ϊπ δλκ, κ κπκέκ υπκζκΰέα αδ τεκζα η  κ γ υλβηα πθ 
Τπκζκέππθ. 

Γδα υθαλ ά δμ βμ ηκλφάμ ( ) ( )iazf z e R z  δμ υθγάε μ ΰδα θα ηβ θέα αδ κ κζκεζάλπηα πΪθπ 

 βηδπ λδφΫλ δ μ Ϊπ δλβμ αε έθαμ σππμ κδ Γ1 εαδ Γ2 κυ ξ. 4 ηαμ δμ έθ δ κ ζάηηα Jordan: 

α Jordan. Έ π β λβ ά υθΪλ β β R(z) β κπκέα έθαδ αθαζυ δεά παθ κτ ε σμ απσ 
π π λα ηΫθκ αλδγησ πσζπθ. Σσ : 

1. θ 
| |

| ( ) | 0
z

zR z   σ  ( ) 0
r

R z dz 


 , σπκυ Γ έθαδ έ  κ Ϊθπ έ  κ εΪ π 

βηδετεζδκ κυ ξ. 4. 

2. θ 
| |

| ( ) | 0
z

R z   σ  ( ) 0iaz

r
e R z dz 



 , σπκυ Γ έθαδ κ Ϊθπ βηδετεζδκ κυ ξ. 4 

(Γ1) αθ a>0 εαδ κ εΪ π βηδετεζδκ (Γ2) αθ a<0. 

Έ δ, ΰδα κζκεζβλυηα α βμ ηκλφάμ ( )iaxe R x dx


  β δα δεα έα υπκζκΰδ ηκτ ηπκλ έ θα 

υθκοδ έ α ιάμ ίάηα α:  

1. π ε έθκυη  β υθΪλ β β ( )iaxe R x  κ ηδΰα δεσ πέπ κ, βζα ά γ πλκτη  β 

υθΪλ β β  ( )iaze R z . 

2. ι Ϊακυη  αθ εαδ ΰδα πκδκ βηδετεζδκ δ ξτκυθ κδ πλκςπκγΫ δμ κυ ζάηηα κμ Jordan 

(«εα Ϊζζβζκ» βηδετεζδκ). 

3. Κα α ε υΪακυη  κθ εζ δ σ λσηκ κζκεζάλπ βμ, c, πκυ υθέ α αδ απσ κθ πλαΰηα δεσ 
Ϊικθα εαδ κ εα Ϊζζβζκ βηδετεζδκ. Σσ , κ σλδκ πκυ β αε έθα κυ βηδευεζέκυ έθ δ κ 
Ϊπ δλκ γα δ ξτ δ 

( ) ( )iax iaz

c

e R x dx e R z dz





  .  (18) 

Σκ ζ υ αέκ κζκεζάλπηα έθαδ κζκεζάλπηα ηδΰα δεάμ υθΪλ β βμ  εζ δ σ λσηκ, κ κπκέκ 
ηπκλ έ θα υπκζκΰδ έ τεκζα η  ξλά β κυ γ πλάηα κμ πθ Τπκζκέππθ. 

Εφα γ : Χλβ δηκπκδά  ηδΰα δεά κζκεζάλπ β ΰδα θα υπκζκΰέ  α ιάμ κζκεζβλυηα α: 

 

2 4

ixe
dx

x



   ,   
2

cos( )

4

x
dx

x



  ,    
2

1

4
dx

x



  ,   
2

2 4

ixe
dx

x

 

  . 

π : Παλα βλά  σ δ cos( ) Re( )ixx e . 

 

Ε  π π ω : α α  π υ   π αγ α  α  
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Έ π ηδα υθΪλ β β f(x) βμ κπκέαμ β ηδΰα δεά πΫε α β, f(z), δεαθκπκδ έ δμ υθγάε μ κυ 
ζάηηα κμ Jordan, β υθΪλ β β σηπμ Ϋξ δ πσζκ, Ϋ π z0, πΪθπ κθ πλαΰηα δεσ Ϊικθα. Σσ  κ 
κζκεζάλπηα, ( )f x dx



 , κ κπκέκ θ ΰΫθ δ θ κλέα αδ ( έθαδ απλκ δσλδ β ηκλφά), κλέα αδ 

ηΫ π κυ κλέκυ 0

00
lim[ ( ) ( ) ]

z

z
f x dx f x dx

 

 
  . Σκ σλδκ αυ σ κθκηΪα αδ α  (principal 

value) υ α  ( )f x dx


  εαδ υηίκζέα αδ η  κ ε φαζαέκ ΰλΪηηα P, βζα ά  

0

0

0
( ) lim[ ( ) ( ) ]

z

z

P f x dx f x dx f x dx

 


  

 
  

 
   .  (19) 

Γδα κθ υπκζκΰδ ησ βμ ετλδαμ δηάμ  κζκεζβλυηα κμ υθΪλ β βμ πκυ Ϋξ δ πσζκ κθ πλαΰηα δεσ 
Ϊικθα εαδ δεαθκπκδ έ δμ υθγάε μ κυ ζάηηα κμ Jordan αεκζκυγκτη  β δα δεα έα πκυ 
π λδΰλΪφβε  θπλέ λα, κ λσηκμ κζκεζάλπ βμ σηπμ π λδΫξ δ ηέα αεσηα παλαησλφπ β, Ϋθα 

βηδετεζδκ αε έθαμ  κ κπκέκ παλαεΪηπ δ κθ πσζκ, σππμ φαέθ αδ κ ξάηα 5 (ίζ. βηδετεζδκ 

Γ0). 

 

 

ξ. 5: ΠαλΪεαηοβ (Γ0: βηδετεζδκ αε έθαμ ) β κπκέα 

ξλβ δηκπκδ έ αδ ΰδα κθ υπκζκΰδ ησ βμ ετλδαμ 
δηάμ κζκεζβλυηα κμ σ αθ β υθΪλ β β Ϋξ δ πσζκ 
κθ πλαΰηα δεσ Ϊικθα, κ βη έκ z0=x0. 

  βθ π λέπ π β αυ ά Ϋξκυη    

0

( ) ( ) ( )
c

f z dz P f x dx f z dz



 

 
  

 
   ,  (20) 

(Ϋξκυη  παλαζ έο δ κ κζκεζάλπηα κ βηδετεζδκ Ϊπ δλβμ αε έθαμ, κ κπκέκ τηφπθα η  κ 
Λάηηα Jordan έθαδ ηβ Ϋθ).  Σκ κζκεζάλπηα κ ηδελσ βηδετεζδκ Γ0 έθαδ έ κ η  

0

Res ( )
z z

i f z


  

(ηπκλ έ θα απκ δξγ έ τεκζα η α λΫπκθ Ϊμ κ  κζκεζάλπηα πμ πλκμ β ΰπθέα γ, σπκυ γ κ 
σλδ ηα κυ z – πΪθπ κ βηδετεζδκ iz e    - σππμ π λδΰλΪφβε  α παλα έΰηα α βθ αλξά κυ 
παλσθ κμ ε φαζαέκυ). Άλα  

0

( ) ( ) Res ( )
z z

c

P f x dx f z dz i f z






 
   

 
  .  (21) 

Σκ κζκεζάλπηα πΪθπ κθ εζ δ σ λσηκ c υπκζκΰέα αδ τεκζα η  κ γ υλβηα πθ υπκζκέππθ. 
θ β υθΪλ β β f θ Ϋξ δ πσζκυμ ηΫ α κ λσηκ κζκεζάλπ βμ σ  κ κζκεζάλπηα αυ σ έθαδ 
έ κ η  ηβ Ϋθ, τηφπθα η  κ γ υλβηα κυ Cauchy, εαδ β ετλδα δηά κυ αλξδεκτ ηαμ 
κζκεζβλυηα κμ δ κτ αδ η  

0

Res ( )
z z

i f z


 . 

βη δυ  σ δ κ ξ. 5 ηπκλ έ  θα παλαεΪηο  κθ πσζκ έ  η  κ πΪθπ έ  η  κ εΪ π 

βηδετεζδκ απ δλκ άμ αε έθαμ η  εΫθ λκ κθ πσζκ. Σκ απκ Ϋζ ηα σ κθ αφκλΪ βθ ετλδα δηά γα 

πλΫπ δ θα έθαδ κ έ δκ εαδ δμ τκ π λδπ υ δμ.    
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Εφα γ : Τπκζκΰέ  βθ ετλδα δηά πθ κζκεζβλπηΪ πθ απσ -∞  +∞ πθ ιάμ υθαλ ά πθ: 

2

1
( )f x

x
 ,  ( )

1

ixe
f x

x



. 

 

α   

Έ π ηδα υθΪλ β β f(z) αθαζυ δεά  ηδα π λδκξά κυ ηδΰα δεκτ πδπΫ κυ πκυ π λδΫξ δ Ϋθα 

βη έκ z0. Σσ  ΰδα εΪγ  βη έκ z βμ π λδκξάμ αυ άμ β υθΪλ β β ηπκλ έ θα ΰλαφ έ  ηκλφά 

Ϊπ δλβμ υθαηκ δλΪμ η  εΫθ λκ κ z0, πμ ιάμ: 

0

0

( ) ( )n

n

n

f z a z z




  .  (22) 

Οδ υθ ζ Ϋμ an, κδ κπκέκδ ιαλ υθ αδ απσ κ βη έκ z0, Ϋξκυθ β ηκλφά  

( )

0
0

( )
( )

!

n

n n

f z
a a z

n
   , (23) 

σπκυ κ τηίκζκ ( )

0( )nf z  υηίκζέα δ βθ παλΪΰπΰκ Ϊιβμ n βμ f κ βη έκ z0. Η δλΪ (22) η  

υθ ζ Ϋμ an κδ κπκέκδ έθκθ αδ απσ β ξΫ β (23) κθκηΪα αδ α π υγ α Taylor βμ υθΪλ β βμ 
f(z) ΰτλπ απσ κ βη έκ z0.  

Η δλΪ β κπκέα απκ ζ έ κ αθΪπ υΰηα Taylor ηδαμ υθΪλ β βμ ΰτλπ απσ Ϋθα βη έκ z0 έθαδ 
ηκθα δεά εαδ υΰεζέθ δ β υθΪλ β β (δ κτ αδ η  β υθΪλ β β ά αθαπαλδ Ϊ β υθΪλ β β) 

f(z) ΰδα σζα α z α κπκέα απΫξκυθ απσ κ z0 ζδΰσ λκ απσ σ κ απΫξ δ απσ κ z0 κ εκθ δθσ λσ κυ 
αθυηαζκ βη έκ βμ f. Η απσ α β κυ z0 απσ κ εκθ δθσ λσ κυ αθυηαζκ βη έκ κθκηΪα αδ 
αε έθα τΰεζδ βμ βμ δλΪμ. 

Παλα βλά  σ δ ΰδα α z πκυ ίλέ εκθ αδ πκζτ εκθ Ϊ κ z0 αλεκτθ ησθκ κδ 2-3 πλυ κδ σλκδ βμ 
δλΪμ Taylor ΰδα θα πλκ ΰΰέ κυθ β υθΪλ β β, αφκτ σλκδ βμ ηκλφάμ 

0( )nz z  ΰέθκθ αδ κζκΫθα 

εαδ ηδελσ λκδ εαγυμ αυιΪθ αδ κ n. Έ δ β δλΪ Taylor βθ κπκέα ελα κτθ αδ ησθκ κδ ζέΰκδ 
πλυ κδ σλκδ ηπκλ έ θα ξλβ δηκπκδβγ έ αθ ηδα δεαθκπκδβ δεά εαδ πλσ φκλβ ΰδα αθΪζυ β 

πλκ Ϋΰΰδ β βμ υθΪλ β βμ. 

Εφα γ : Τπκζκΰέ  κυμ Ϋ λδμ πλυ κυμ σλκυμ κυ αθαπ τΰηα κμ Taylor πθ υθαλ ά πθ 
e

iz
 εαδ cos(z) ΰτλπ απσ κ z0=0. 

Μ ζ υθ αμ αθαπ τΰηα α υθαλ ά πθ ΰτλπ απσ κηαζΪ βη έα, έγ αδ τζκΰα κ λυ βηα: Σδ 
ΰέθ αδ αθ κ βη έκ z0 θ έθαδ κηαζσ βη έκ αζζΪ αθυηαζκ βη έκ βμ f(z) (π.ξ. πσζκμ); Μπκλ έ 
εαδ πΪζδ β f(z) ΰλαφ έ  ηκλφά υθαηκ δλΪμ ΰτλπ απσ κ z0; Η απΪθ β β έθαδ θαδ, εαδ ηπκλ έ θα 

δαπδ πγ έ, π.ξ., ΰδα β υθΪλ β β f(z)=e
z
/z αθαπ τ κθ αμ  δλΪ Taylor κθ αλδγηβ ά εαδ 

πκζζαπζα δΪακθ αμ η  1/z. Η δαφκλΪ υ έθαδ σ δ β δλΪ π λδΫξ δ εαδ αλθβ δεΫμ υθΪη δμ κυ z. 

ΣΫ κδ μ δλΫμ πκυ απκ ζκτθ αθαπ τΰηα α υθαλ ά πθ ΰτλπ απσ αθυηαζα βη έα εαδ 
π λδΫξκυθ εαδ αλθβ δεΫμ υθΪη δμ κθκηΪακθ αδ  Laurent. Οδ δλΫμ Laurent βζα ά έθαδ θ 
ΰΫθ δ δλΫμ βμ ηκλφάμ 



Ε  – Εφα α α α  – γα  υ   
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0( ) ( )n

n

n

f z a z z




  ,  (24) 

σπκυ κ z0 έθαδ πσζκμ βμ υθΪλ β βμ f(z). 

Γδα θα πλκ δκλέ δ εαθ έμ κυμ υθ ζ Ϋμ κυ αθαπ τΰηα κμ Laurent ηδαμ υθΪλ β βμ αλε έ θα 

γ πλά δ κθ τπκ (23) ΰδα κυμ υθ ζ Ϋμ Taylor, υθ υα ηΫθκ η  κθ τπκ βμ παλαΰυΰκυ κυ 
Cauchy ( ι. (13)), 

( )

0 1

0

! ( )
( )

2 ( )

n

n

c

n f z
f z dz

i z z 
  ,  (25) 

παέλθκθ αμ 

0 1

0

1 ( )
( )

2 ( )
n n n

c

f z
a a z dz

i z z  
  . (26) 

Η ξΫ β (26), σπκυ κ κζκεζάλπηα υπκζκΰέα αδ  εζ δ σ λσηκ πκυ π λδεζ έ δ κ βη έκ z0 

(αζζΪ σξδ Ϊζζκ αθυηαζκ βη έκ βμ υθΪλ β βμ f), δ ξτ δ σ κ ΰδα γ δεΫμ σ κ εαδ ΰδα αλθβ δεΫμ 
δηΫμ κυ n, εαδ έθ δ Ϋθαθ θδαέκ τπκ ΰδα βθ αθαπαλΪ α β πθ υθ ζ υθ κυ αθαπ τΰηα κμ 
σ κ Taylor σ κ εαδ Laurent. 

Παλα βλά  σ δ κ σλκμ a-1 κυ αθαπ τΰηα κμ Laurent δ κτ αδ η  κ κζκεζάλπηα βμ υθΪλ β βμ 
ΰτλπ απσ κθ πσζκ δαδλ ηΫθκ η  2πi, κ κπκέκ ι κλδ ηκτ έθαδ έ κ η  κ κζκεζβλπ δεσ υπσζκδπκ 
βμ f κ z0, βζα ά 

0

1

1
( ) Res ( )

2 z z
c

a f z dz f z
i

 
 

  . (27) 

Η ξΫ β (27), βζ. 
0

1 Res ( )
z z

a f z 
 ,  ξλβ δηκπκδ έ αδ πμ Ϋθαμ Ϊζζκμ, δ κ τθαηκμ κλδ ησμ κυ 

κζκεζβλπ δεκτ υπκζκέπκυ. 

Εφα γ : Τπκζκΰέ  κυμ Ϋ λδμ πλυ κυμ σλκυμ κυ αθαπ τΰηα κμ Laurent πθ υθαλ ά πθ 
e

iz
/z

2
, εαδ  e2iz

/z ΰτλπ απσ κ z0=0. 

θ εαδ β ξΫ β (26) απκ ζ έ ηδα εκηοά εαδ θδαέα αθαπαλΪ α β πθ υθ ζ υθ πθ δλυθ 
Taylor εαδ Laurent, δμ π λδ σ λ μ φκλΫμ θ ξλβ δηκπκδ έ αδ βθ πλΪιβ.  βθ πλΪιβ, ΰδα βθ 
αθΪπ υιβ ηδαμ υθΪλ β βμ f(z)  δλΪ Laurent ΰτλπ απσ Ϋθα βη έκ z0 κ κπκέκ β υθΪλ β β 

Ϋξ δ πσζκ Ϊιβμ n, ΰλΪφκυη  β υθΪλ β β β ηκλφά 
0( ) ( ) / ( )nf z g z z z  , σπκυ β g(z) έθαδ 

αθαζυ δεά κ z0, εαδ αθαπ τ κυη  εα Ϊ Taylor βθ g(z) (ξλβ δηκπκδυθ αμ δμ ξΫ δμ (22) εαδ 
(23)).  Η δλΪ Laurent βμ f(z) πλκετπ δ τεκζα πκζζαπζα δΪακθ αμ β δλΪ Taylor βμ g(z) η  

1/(z-z0)
n
. 
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