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θσ β α ΙΙ:     Γλαηηδεά Άζΰ ίλα 
 

Ύζβ: α υ α   α  α α α, α α  α υ ,  α  π α , 

α α α α   π , π υ  α  υ  

 

 

Δ α υ α οί χ ρο  α  δ α α α 

 

1. δ αΰωΰά – Σα ΰθω Ϊ ηαμ δαθτ ηα α 

 

 α  α  ? Έ α  π υ π φ α    α  α  (π. . π ) 

 

δΪθυ ηα (   α  α  υ  ): α  α  π υ α α π αφ  

π  α      α  α   υ  υ  , . π  απ  

α  α . (π. . α , α α).  

 

δαθυ ηα δεκέ χυλκδ: Χ  π υ υ   α υ  α α α ( α α υ ).  π  

 α   R
3 
, α   α  υ  , α  α   R

2
, α   π π . 

 

Χαλαε βλδ δεΫμ δ δσ β Ϋμ κυ R
3
 (R

2
) 

  α  υ υα  α υ  υ R3
 (R

2
) α  υ α υ R3

 (R
2
)  

 Γ α  υ α υπ  α   α  υ 
 π  α   

  π απ α α    α αφ   υ α α α  

 Η π  α υ  α  α α  α  πα α  

  π απ α α  α α   α  α  π  α   π   υ α α   

π   α . 

 

Θα π υ    αυ  α α υ  α υ α  υ  π  

α  α  π  υ α α  αφ α α α α (π υ  α  α ’ α   

). 

 

υ  π π  υ   α  α υ α  υ   R
3
 α  R

2
: 

 

ω λδεσ ΰδθση θκ:    α υ  a α  b α α  α  α  

a·b=|a||b|cos( ), ( π υ   α α  a α  b)  π  α   .  α   

  α  a, b α: Ό α  α  πα α; 

 

ΜΫ λκ δαθτ ηα κμ: |a|=a= (a·a)
1/2  

(  φ υ  υ  ||a|| α α  υ α    απ υ  

 α  –  α απ α α  φ υ   |a|). 

 

ΟλγκεαθκθδεΪ δαθτ ηα α: α  α α ( α) α α α,   α. Γ α α 

α α α αυ   ei·ej= ij  ( ij α    υ Kronecker,  π  α  α α i=j α  

 α i αφ  απ   j).  

 

Α  υ   R
2
 α α  α υ α   α α α α α α e1 α  e2, 

   υ α a υ R2
 π  α αφ  a=α1e1+α2e2  ( α  υ υα   e1 α  e2 – 
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(  α  α  υ υα ;)).  α  α1, α2 α  υ  υ a  υ  

α υ α .  

 

 φ α    α     υ α   υ  α α   

α  α;  

 

   υ  α α  α υ  α  α   α υ α  (α  π. . 

π αφ ). Ά α  αφ   α α    υ  υ απ  απ  

α απα α  υ α α    α υ α .  

 π   α  α υ  π α π   πα α α α α υ R2
 (  α α α  

α ),  π. . x1, x2,   υ α a υ R2
 π  α αφ  a= 1x1+ 2ex2  ( α  

υ υα   x1 α  x2) (απ α  α φ α  α  x1 , x2 υ α   e1 α  e2). 

 

2. Γ θέε υ β  χυλκυμ π λδ σ λωθ δα Ϊ ωθ  
 

Α α   R
2
 α  R

3
 π  α  α  α υ α   π  απ   

α   

 

Γ , δαθυ ηα δεσμ χυλκμ,  S, α  α   ( α π α α  

α α α)  π     π  α   π απ α α   α  α   π  

π α  απ  υ   α / : 

 

  α  υ υα  α υ  υ υ α  υ α υ υ, . α  a, b 

α υ S α  ,  α  (π α α   α )   a+ b α   S 

 Γ α  υ α a υ S υπ  α   α  υ, -a,  a+(-a)=a-a=0 

 α  α  , 0,  0a=0 α  a υ S  (  υ α) 

  π απ α α    α αφ   υ α α α . 

 Η π  α υ  α  α α  α  πα α , . α  a, b, c υ S 

υ  a+b=b+a, a+(b+c)=(a+b)+c 

  π απ α α  α α   α  α  π  α   π   υ α α   

π   α , .  α  a, b α υ S α  ,  α ,  ( + )a= a+ a,  

(a+b)= a+ b, ( )a= ( a) 

 

Α   α   α    πα απ  φ  α  απ  π α α   α υ α  

 S α  π α α . Α  α  α    S α  α . 

 

α α υ α υ α  υ α  δαθτ ηα α. α α α α  α  απα α  α 

α   . π  α υ   αφ  φυ  α α απ  α  

α  α α α α  πα α α α   α  α  .  

 

Θα υ υ  α α α α   πα  (bold) α  α α (π. . a)  α α υ  

 υ  Dirac (π. . |a>   |a> (α  υπ υ  π α α  α ) -  π  ).   

 

Παλα έΰηα α δαθυ ηα δευθ χυλωθ:  
  α  υ  , R

3
 

  n- α  υ   ( υ  υ α υ  n- α ). . . α  υ  

π  υ υ   π υ α α α    υ α υ α α  π  α  

 α π    α  απ    π α  (5- α  ) 
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    α  α  ( α  α υ α  ) – απ  

    π υ  α   n  - απ  

 α υ α , π. .    υ  υ α   π    [0,1] - 

απ  

 

 

  α υ α   π  α   ω λδεσ ΰδθση θκ α υ ,  π  α  

υ  υ  υ υ R3
 α υ  π  α  / α  α  

υ .  

 ω λδεσ ΰδθση θκ  α υ , a, b, α  α  α ,  π  υ  υ α  

 <a|b>, α   π      (  ): 

(i)  <a|b>=<b|a>* 

(ii) <a| b+ c>= <a|b>+ <a|c> 

(iii) <a|a> ≥ 0 ( α υ  α υ α  υ  π υ α υ υ  ) 

(  * υ   υ υ  α ) 

 

 α  υ α υ  υ α  bra α    ket (απ   bracket = 

πα )  

 

Χ π α   (i) α  (ii) απ  : 

(iv)     < b+ c|a>= *<b|a>+ *<c|a> 

 

   υ α α υ bra α  υ ket   . 

 

π  π α  α πα απ   < a+ b| c+kd> υ α    

 <a|c>,  <a|d>, <b|c>, <b|d>.   αφ   α α α απ  π απ α α  

πα ; 

 

 υ  υ α  α    α α ,  : |a|
2
=<a|a> ( υ  

υ υ  α α  υ R3
). 

 

α α α (  )  π     α   α  κλγκΰυθδα. Α  

π π  υ  α   α ( α α α α α α),  α  κλγκεαθκθδεΪ. α α α 

  α α υ α  υ    ê ( .  απ ,  bold  ). 

 

π     <f1| f2>  f1= ê1, f2=2ê1+ê2, π υ ê1, ê2 α . 

α  α α α α  1 1 2

1
ˆ ˆ

2 2

ii
e e eδ−

= +f , 2 1 2

1
ˆ ˆ

2 2

ii
e e e− δ= −f  α ; 

 

Χ  α  π υ α     :  

 

(i) Η α α υ Schwarz:  |<a|b>| ≤ |a| |b| ( α  π φα  α α υ  α α α;) 

(ii) Η  α α: |a+b| ≤ |a|+|b| (απ α  π α   α α υ 
Schwarz). 

 

 α υ α  υ  υ α     α   : Α  f(x) g(x) 

υ α    [a,b],  
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| *( ) ( )

b

a

g f g x f x dx< >= ∫           | *( ) ( ) ( )

b

a

g f g x w x f x dx< >= ∫ , 

π υ  υ  w(x) (  υ ) α  υ  υ  α  α  α υ  

   [a,b]. 

 

Απ      υ α  π  α  π  π  α π    

(i) (ii) υ  υ.  
 

3. Χλά δη μ Ϋθθκδ μ δαθυ ηα δευθ χυλωθ 
 

Γλαηηδεά αθ ιαλ β έα δαθυ ηΪ ωθ: α α α α x1, x2, x3, …, xn,  α υ α  υ S 

α  α  α α α  α α απ  αυ   π  α αφ   α  υ υα  

 υπ π .  

Η υ  αυ  α  α    , α α  π  , φ α  (απ  ): 

α x1, x2, x3, …, xn α  ΰλαηηδεΪ αθ ιΪλ β α α   υ  

 1x1+ 2x2+ 3x3+ …+ nxn=0 α α α  υ π α   1= 2= 3= …= n=0. 

 

(πα α   α  π  απ  α i  α     α  υ α π  α π   

   α  α  α αφ  υ α   υπ π ). 

 

α  α α α α α α  α α ( φα   υ  α α α  α  

π      π  απ  α α α α); α  α α  α α 

α α α α; 

 

φα : α  α α α α f1= ê1, f2=2ê1+ê2, f3= ê3 α  α α; α g1= ê1, g2=ê1+ê2, 
g3= ê1+ê2+ê3;  ( α ê1, ê2, ê3 α  α  α α α). α  α α α α f1= 1,  f2=x, f3= x

2
, 

f4= x
3
 α  α α; α f1= 1,  f2=1-x+x

2
, f3= x-x

2
+2x

3
,  f4=1+x

3
; 

 

ΒΪ β δαθυ ηα δεκτ χυλκυ: α    α  α  α υ  υ υ 
   υ α υ υ α π  α αφ   α  υ υα   

α υ   .  

 

Α  α α α α    απ  α  α α α  π π  α  α,   

α  α. Α  α  α  ( α α  ,   α, . ei·ej= ij)  

ίΪ β α  κλγκεαθκθδεά.  α    απ    π   π π  

 α υ α  . 

( α α α    R
2
;) 

 

δΪ α β δαθυ ηα δεκτ χυλκυ: α    α  α  α  α υ  

π υ π  α    αυ  (    α  α υ  π υ α α  α 

α φ υ   υ α υ υ). 
 

. α     α    π  α   α  α α α α α α  

π α π  +1 α α  α  α α. 

 

  α  ,  α  α α α α α α απ  ; 
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Έ α  α υ α   π  α α  α  απ α , π  υ α  υ   υ  

υ α . 

 

φα :  α  α     π υ  1, x, x
2
, x

3
, x

4
;    α  

α ; 

 

υθδ υ μ δαθτ ηα κμ: 
Έ  α  {x1, x2, x3, …, xn}  α υ α   Sn ( α  n).   υ α, y, 

υ Sn  α π  α αφ  

y= 1x1+ 2x2+ 3x3+ …+ nxn 

 α  1, 2, 3, …, n α  υθδ υ μ υ y   {x1, x2, …, xn}≡{xi} α  α υ  

α  α   . Γ α   α  α α  (απ ). 

 

 υ α y= 1x1+ 2x2+ 3x3+ …+ nxn φ α  π  υ  (  υ α ) α  y=( 1, 2, …, 

n), α   α δ α   i, πα α π α  α α α α  , α π α α  

α. 

 α π   α υ α αυ   i φ α   α  π α α  , α  

y=|y>=

1

2

n

λ⎛ ⎞
⎜ ⎟λ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
λ⎝ ⎠

M
 

Α   υ α φα α   α    υ  π α α  αυ  α   

υ υ  π α α  α ,  <y|=( 1
*
, 2

*
, …, n

*
), α     α α   α  

π απ α α  π  (   π  φ α ). 

 

Γ   υ  υ α α  α υ  α  υ υ α   υ α. 

(Χ π   α απα α  α α    α .) 

 

υθδ υ μ δαθτ ηα κμ εαδ ω λδεσ ΰδθση θκ: 

Έ  α α   {êi}  α  - α  α υ α   α   υ α α 

α α α 

1

ˆ|
N

i i

i

e
=

>= = λ∑x x                  
1

ˆ|
N

j j

j

e
=

>= = μ∑y y  

 π     <x|y> υ α   i , i.  υ     

  R
3
. 

 

 π   |x|
2
=<x|x> υ α   i . υ       α  

α υ , φ α    υ  υ . 

 

 

 Θα α   πα απ  υπ  π   α   υ  ( i , i)  α    π  

 α  ; 

  π  υ α π π  α π απ α υ   |x> α α  5;  

 π  α υ   1

1

ˆ ˆ| |
N

i

i

e x e
=

>= = < >∑x x ; 
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 Α απα α   |x>  π α α  (  α ) α   |y>  π α α α , 

   υπ  υ <x|y>   i , i. 

 

Ολγκΰωθδκπκέβ β Gram-Schmidt: 

α     π α π  α α α υ υ  απ  α  α  α  

α υ  α  α  α υ .  

Θα φα υ     α α α υ  α  α υ υ υ υ R3.   

 

Έ  α α α  α α α α α υ R3
, v1, v2, v3. Θα α α υ υ  απ  αυ  α 

α  α υ α α, ê1, ê2, ê3.  

 

   v1,  π  α π  α α      υ, πα α    

υ α ê1= v1/| v1|. 

 

Χ π α   v2, α α υ υ  α υ α, v2΄,   v1 ( α   ê1), αφα α  

απ   v2   υ α υ  πα   ê1:  v2΄ = v2 -  ê1. α α     

ê1·v2΄=0, π π  =ê1·v2. Ά α, v2΄ = v2 – (ê1·v2) ê1 α  ê2= v2΄/| v2΄|. 
υ α  α α, α α υ υ  απ   v3  υ α v3΄  π  α   α ê1 α  ê2 

αφα α   υ   v3  πα  α ê1 α  ê2: v3΄= v3- ê2- ê2. α  α   

υπ α  απ  α  α ê1·v3=0 α  ê2·v3=0 ( =ê1·v3,  =ê2·v3), α   ê3  

α π  υ v3΄ ( .  α     υ). 
 

Η α α α φα α  α α α   υ  π  α . 
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 π υ  π π   α α υ υ α  α χ    φ  (πέχέ 
αφ ) απ   π  υ υ  α υα  π  

 α χ  π  α πα χ   α χ  χ  α α χ π    α 
π  χ , φ  αυ  υ έ 
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π α π  α απα α   α υ  υ υ  α π π  α υ π α μ 

  α αφ  

  α  

   α   
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