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Τε ε ές α  πίνα ες 
 

1. Σ ζ Ϋμ εαδ πέθαε μ – Γ θδεΪ  

 

Σδ έθαδ υθΪλ β β? Απ δεσθδ β θσμ αλδγηκτ  Ϋθαθ Ϊζζκ. 

 

ΑθΪζκΰα, ζ άμ έθαδ β απ δεσθδ β θσμ δαθτ ηα κμ  Ϋθα Ϊζζκ ( κυ έ δκυ ά Ϊζζκυ 
δαθυ ηα δεκτ ξυλκυ). 

Σ|x>=|y>                 (1) 

( βθ (1) κ ζ άμ Σ λα πΪθπ κ δΪθυ ηα |x> εαδ κ Ϋζθ δ (απ δεκθέα δ, η α ξβηα έα δ) 
κ δΪθυ ηα |y>) 

 

ΠαλΪ δΰηα πκζτ απζκτ ζ ά έθαδ κ  Σ=a (a ηδΰα δεσμ). Η λΪ β κυ πΪθπ  Ϋθα δΪθυ ηα 

αθ δ κδξ έ  πκζζαπζα δα ησ κυ δαθτ ηα κμ η  κθ αλδγησ a. 

 

Άζζκ παλΪ δΰηα ζ ά έθαδ κ ζ άμ λκφάμ, β λΪ β κυ κπκέκυ πΪθπ  Ϋθα δΪθυ ηα 

πλκεαζ έ β λκφά κυ δαθτ ηα κμ εα Ϊ κλδ ηΫθβ ΰπθέα. (Γ θδεΪ, κπκδκ άπκ  

η α ξβηα δ ησμ δαθυ ηΪ πθ – π.ξ. λκφά, πδηάευθ β, η αφκλΪ - ηπκλ έ θα γ πλβγ έ 
απκ Ϋζ ηα βμ λΪ βμ εΪπκδκυ ζ ά.) 

 

Άζζκ παλΪ δΰηα ζ ά (κ κπκέκμ λα  δαθυ ηα δεσ ξυλκ υθαλ ά πθ) έθαδ β παλΪΰπΰκμ 
d/dx. Η λΪ β κυ πΪθπ  υθΪλ β β έθαδ β παλαΰυΰδ ά βμ. 
 

Έθαμ ζ άμ Σ ζΫΰ αδ ΰλαηηδεόμ αθ ΰδα κπκδα άπκ  δαθτ ηα α |x>, |y> κυ δαθυ ηα δεκτ 
ξυλκυ κθ κπκέκ λα κ ζ άμ, εαδ ΰδα εΪγ  αλδγηκτμ ζ, μ (πλαΰηα δεκτμ ά ηδΰα δεκτμ) δ ξτ δ 

Σ(ζ|x>+μ|y>)= ζ(T|x>)+μ(T|y>) 

 

έθαδ β παλΪΰπΰκμ ΰλαηηδεσμ ζ άμ; 
 

Αθ Σ1, Σ2 ΰλαηηδεκέ ζ Ϋμ, σ  δ ξτκυθ κδ αεσζκυγ μ δ δσ β μ: 
 (Σ1+T2)|x>=T1|x>+T2|x> 

 (ζΣ1)|x>=ζ(T1|x>) 

 (Σ1T2)|x>=T1(T2|x>) 

 

  εΪγ  δαθυ ηα δεσ ξυλκ ηπκλκτη  θα κλέ κυη  κθ ηβ θδεό ζ ά Σ=0, υ  0|x>=0 ΰδα 

εΪγ  |x>, εαδ κθ ηκθα δαέκ ζ ά Σ=I, υ  Ι|x>=|x>  ΰδα εΪγ  |x>.  πέ βμ, ΰδα εΪπκδκυμ 
ζ Ϋμ Σ  υπΪλξ δ ζ άμ Σ-1

, υ   (ΣΣ-1
) =(Σ-1Σ)||x>=|x>. Ο  Σ-1

 ζΫΰ αδ αθ έ λκφκμ κυ 
ζ ά Σ. 

 

Γθυ β θσμ ζ ά βηαέθ δ θα ιΫλκυη  κ απκ Ϋζ ηα βμ λΪ βμ κυ πΪθπ  κπκδκ άπκ  

δΪθυ ηα κυ δαθυ ηα δεκτ ξυλκυ. Αθ Ϋξκυη  κθ ζ ά  «εζ δ ά» ηκλφά, σππμ  κ ζ άμ 
βμ παλαΰυΰκυ, αυ σ έθαδ τεκζκ. υθάγπμ, σηπμ,  ηβ υθαλ β δαεκτμ δαθυ ηα δεκτμ ξυλκυμ 
θ ηπκλκτη  θα Ϋξκυη  κυμ ζ Ϋμ  Ϋ κδα ηκλφά.  
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  Ϋ κδ μ π λδπ υ δμ έθαδ τεκζκ θα δξγ έ σ δ ΰδα θα ιΫλκυη  β λΪ β κυ ζ ά πΪθπ  

κπκδκ άπκ  δΪθυ ηα |x> αλε έ θα ιΫλκυη  β λΪ β κυ πΪθπ α δαθτ ηα α εΪπκδαμ ίΪ βμ 
κυ δαθυ ηα δεκτ ξυλκυ: 

 

1 1

| y | x | ( | )
N N

i i i i

i i

T T x e x T e
= =

>= >= >= >∑ ∑  

βζα ά αθ ιΫλκυη  κ Σ|ei> ΰδα εΪγ   |ei>, σ  ΰθπλέακυη  κ |y> =Σ|x> 

 

ΑζζΪ  

1

| | | | | |
N

i ki k j i j i ji

k

T e e e T e e Te
=

>= ξ >= τ >⇒< >=< >= τ∑  

 

Άλα ΰδα θα ιΫλκυη  β λΪ β κυ ζ ά αλε έ θα ιΫλκυη  κυμ αλδγηκτμ ji, κδ κπκέκδ ζΫΰκθ αδ 
υθδ ώ μ κυ ζ ά Σ β ίΪ β {|ei>}. Παλα βλά  σ δ 

 

1 1 1 1 1

|y>= | x | ( | ) | (2)
N N N N N

i i j j j ij i i ij j

i j j i j

T y e x T e x e y x
= = = = =

>⇒ >= > = τ >⇒ = τ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

 

Οδ ji  απκ ζκτθ ηδα δ δΪ α β δΪ αιβ αλδγηυθ, β κπκέα κθκηΪα αδ πέθαεαμ εαδ ΰλΪφ αδ 
υθάγπμ β ηκλφά  

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) (3)

N

N

N N NN

τ τ τ⎛ ⎞
⎜ ⎟τ τ τ⎜ ⎟τ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
τ τ τ⎝ ⎠

L

L

M M O M
 

 

Ο ( ), η  κδξ έα ( )ij= ij  ζΫη  σ δ έθαδ κ πέθαεαμ πκυ αθαπαλδ Ϊ κθ ζ ά Σ β ίΪ β {|ei>} 

(η  βθ έ δα Ϋθθκδα πκυ ηδα άζβ αλδγηυθ (κδ υθ αΰηΫθ μ) αθαπαλδ Ϊθ δ Ϋθα δΪθυ ηα). 

Πλκ Ϋι : ΑζζΪακθ αμ β ίΪ β αζζΪακυθ κδ αλδγηκέ ij.  

 

Ο ( ) βμ ι. (1) ζΫη  σ δ έθαδ πέθαεαμ Ν×Ν, βζα ά πέθαεαμ η  Ν ΰλαηηΫμ εαδ Ν άζ μ. έθαδ 
υθα σθ θα Ϋξκυη  εαδ πέθαε μ η  δαφκλ δεσ αλδγησ ΰλαηηυθ εαδ βζυθ (Ν×Μ, βζ. Ν 

ΰλαηηΫμ, Μ άζ μ – πλκΫλξκθ αδ απσ η α ξβηα δ ηκτμ δαθυ ηΪ πθ η αιτ δαφκλ δευθ 
δαθυ ηα δευθ ξυλπθ). Οδ πέθαε μ η  έ κ αλδγησ ΰλαηηυθ εαδ βζυθ ζΫΰκθ αδ λαΰωθδεκέ 
πέθαε μ. 
 

ΣΫζκμ, εαδ α δαθτ ηα α ηπκλκτθ θα γ πλβγκτθ πμ πέθαε μ, η  ηέα ησθκ άζβ (πέθαε μ Ν×1 ά 

πέθαε μ άζβμ). Π.ξ 
 

1

2

N

x

x
x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

M
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Απσ α παλαπΪθπ υηπ λαέθκυη  σ δ αθ Ϋξκυη  Ϋθαθ δαθυ ηα δεσ ξυλκ κθ κπκέκ Ϋξ δ κλδ έ 
ηδα ίΪ β, β Ϊζΰ ίλα ζ υθ ηπκλ έ θα αθαξγ έ  Ϊζΰ ίλα πδθΪεπθ, β κπκέα έθαδ εαδ κ γΫηα 

πθ πση θπθ αφέπθ. 
 

2.   ΠλΪι δμ πδθΪεωθ 
 

Οδ πλΪι δμ η αιτ πδθΪεπθ ηπκλκτθ θα πλκετοκυθ τεκζα απσ δμ δ δσ β μ πθ ζ υθ κυμ 
κπκέκυμ επλκ ππκτθ κδ πέθαε μ. 
 α παλαεΪ π, κ τηίκζκ (α)ij=αij γα υηίκζέα δ κ κδξ έκ κυ πέθαεα (α) πκυ ίλέ ε αδ βθ i 
ΰλαηηά εαδ βθ j άζβ. 

Πλδθ θα αθαφ λγκτη  δμ πλΪι δμ η αιτ πδθΪεπθ γα κλέ κυη  βθ δ σ β α πδθΪεπθ. 
 

τκ πέθαε μ γα ζΫη  σ δ έθαδ έ κδ αθ α κδξ έα κυμ έθαδ Ϋθα πλκμ Ϋθα έ α, βζ 
(α)=(b) αθ εαδ ησθκ αθ αij=bij ΰδα εΪγ  i,j 

 

ΠλΪι δμ πδθΪεωθ: 
Άγλκδ ηα πδθΪεπθ: ((α)+(b))ij=αij+bij,  βζ. 
  

11 12 11 12 11 11 12 12

21 22 21 22 21 21 22 22

a a b b a b a b

a a b b a b a b

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

Ι δσ β μ:  
 (α)+(b)=(b)+(α) (αθ δη αγ δεά),  

 (α)+[(b)+(c)]=[(α)+(b)]+(c) (πλκ αδ λδ δεά) 

 

Πκζζαπζα δα ησμ πέθαεα η  αλδγησ:  
Πλκετπ δ Ϋθαμ θΫκμ πέθαεαμ, η  κδξ έα (ζ(α))ij=ζαij, βζ. 
 

11 12 11 12

21 22 21 22

a a a a

a a a a

λ λ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
λ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟λ λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Ι δσ β μ:  
 ζ[(α)+(b)]=ζ(α)+ζ(b)  

 (ζ+μ)(α)=ζ(α)+μ(α) 

 (ζμ)(α)=ζ(μ(α))      (ζ, μ αλδγηκέ) 
 

Πκζζαπζα δα ησμ πέθαεα η  δΪθυ ηα:  

Σκ απκ Ϋζ ηα έθαδ Ϋθα θΫκ δΪθυ ηα ( ε φ έ  β λΪ β κυ αθ έ κδξκυ ζ ά πΪθπ  

δΪθυ ηα), η  υθδ υ μ  [(α)x]i=∑j αij xj ( έ  βθ πδκ πΪθπ ι. (2)), βζ. 
 

11 12 1 11 1 12 2

21 22 2 21 1 22 2

a a x a x a x

a a x a x a x

⎛ ⎞+⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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Πκζζαπζα δα ησμ πδθΪεπθ: Αθ Ϋξκυη  τκ πέθαε μ (α) εαδ (b), κ ΰδθση θκ (α)(b) υπΪλξ δ ηόθκ αθ 
κ αλδγησμ πθ βζυθ κυ (α) δ κτ αδ η  κθ αλδγησ πθ ΰλαηηυθ κυ (b). Αθ κ (α) έθαδ πέθαεαμ 
Ν×Μ εαδ κ (b) πέθαεαμ M×Κ, κ ΰδθση θκ (γ)=(α)(b) έθαδ πέθαεαμ Ν×Κ, η  κδξ έα 

 

(γ)ij =((α)(b))ij=∑k αik bkj, 

βζα ά 

11 12 11 12 11 12 11 11 12 21 11 12 12 22

21 22 21 22 21 22 21 11 22 21 21 12 22 22

a a b b a b a b a b a b

a a b b a b a b a b a b

γ γ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

( βζ. κ ij κδξ έκ κυ ΰδθκηΫθκυ έθαδ π λδεσ ΰδθση θκ βμ ΰλαηηάμ i κυ (α)  η  β άζβ  j 

κυ (b)). 

 

Ι δσ β μ:  
 [(α)+(b)](c)=(α)(c)+(b)(c) 

 [(α)(b)](c)=(α)[(b)(c)] 

 (c)[(α)+(b)]=(c)(α)+(c)(b) 

 Πλκ κξά! θ δ ξτ δ β αθ δη αγ δεά δ δσ β α, βζ. (α)(b)≠(b)(α)  

 

 

 

 

3.   δ δεΫμ, χλά δη μ εα βΰκλέ μ πδθΪεωθ  
 

ΠαλαεΪ π αθαφΫλκυη  η λδεΫμ δ δεΫμ εα βΰκλέ μ πδθΪεπθ, κυμ κπκέκυμ υθαθ Ϊη  υξθΪ  

φαληκΰΫμ. 
 

Μβ θδεόμ πέθαεαμ (0) (αθ δ κδξ έ κθ ηβ θδεσ ζ ά) έθαδ κ πέθαεαμ ΰδα κθ κπκέκ δ ξτ δ  
(0)(α)= (α)(0)=(0) ΰδα εΪγ  (α). 

Έθαμ ηβ θδεσμ πέθαεαμ Ϋξ δ σζα κυ α κδξ έα κυ έ α η  ηβ Ϋθ. 
 

Μκθα δαέκμ ά αυ κ δεόμ πέθαεαμ ( ) (αθ δ κδξ έ κθ ηκθα δαέκ ζ ά) έθαδ κ πέθαεαμ ΰδα 

κθ κπκέκ δ ξτ δ  
 ( )(α)=(α)( )=(α) ΰδα εΪγ  (α). 

Ο αυ κ δεσμ πέθαεαμ Ϋξ δ σζα κυ α κδξ έα έ α η  ηβ Ϋθ, ε σμ απσ α κδξ έα βμ ετλδαμ 
δαΰπθέκυ, α κπκέα έθαδ ηκθΪ α. Π.ξ κ ηκθα δαέκμ 2×2 έθαδ κ  

 

1 0
( )

0 1

⎛ ⎞
ε = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

δαΰώθδκμ ζΫΰ αδ Ϋθαμ  πέθαεαμ ( ) κ κπκέκμ Ϋξ δ σζα κυ α κδξ έα έ α η  ηβ Ϋθ, ε σμ απσ α 

κδξ έα βμ ετλδαμ δαΰπθέκυ, βζα ά α κδξ έα ij η   i=j, π.ξ. 
 

1

2

0
( )

0

δ⎛ ⎞
δ = ⎜ ⎟δ⎝ ⎠
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Άθω (εΪ ω) λδΰωθδεόμ ζΫΰ αδ Ϋθαμ πέθαεαμ κθ κπκέκ έθαδ ηβ ηβ θδεΪ ησθκ α κδξ έα 

πΪθπ (εΪ π) απσ βθ ετλδα δαΰυθδκ, εαγυμ εαδ αυ Ϊ βμ ετλδαμ δαΰπθέκυ. Π.ξ.  
 

11 12

220

a a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (Ϊθπ λδΰπθδεσμ),                            11

21 22

0a

a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (εΪ π λδΰπθδεσμ)  

 

Σλδ δαΰώθδκμ ζΫΰ αδ κ πέθαεαμ κθ κπκέκ έθαδ ηβ ηβ θδεΪ ησθκ α κδξ έα βμ ετλδαμ 
δαΰπθέκυ εαδ βμ δαΰπθέκυ πΪθπ εαδ εΪ π απσ βθ ετλδα. Π.ξ.  

 

11 12

21 22 23

32 33 34

43 44

0 0

0

0

0 0

a a

a a a

a a a

a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, βζ. αij≠0 αθ i=j, j±1. 

 

Έ π κ πέθαεαμ (α) η  κδξ έα (a)ij=aij, πξ. 
 

11 12

21 22

( )
a a

a
a a

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 

υαυΰάμ κυ πέθαεα  (α) ζΫΰ αδ κ πέθαεαμ πκυ Ϋξ δ κδξ έα κυ α ηδΰα δεΪ υαυΰά πθ 
κδξ έπθ κυ (α). Θα κθ υηίκζέακυη  η  (α*). βζ (α*)ij=(αij)* ά 

 

11 12

22

* *

* *

21

( *)
a a

a
a a

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

Αθ κ πέθαεαμ (α) έθαδ πλαΰηα δεσμ, σ  (α*)=(α). 

 

ΑθΪ λκφκμ κυ πέθαεα  (α) ζΫΰ αδ κ πέθαεαμ πκυ Ϋξ δ ΰλαηηΫμ δμ άζ μ κυ (α) εαδ άζ μ δμ 
ΰλαηηΫμ κυ (α). Θα κθ υηίκζέακυη  η  (α)

Σ
, βζ. 

 

11 21

12 22

( )T a a
a

a a

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

Αθ Ϋθαμ πέθαεαμ δ κτ αδ η  κθ αθΪ λκφσ κυ, σ  κ πέθαεαμ ζΫΰ αδ υηη λδεόμ. Αθ (α) 

υηη λδεσμ, σ  αij=αji. Π.ξ. 
 

a c

c b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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ληδ δαθόμ υαυΰάμ ά πλκ αλ βηΫθκμ κυ πέθαεα  (α) ζΫΰ αδ κ αθΪ λκφκμ κυ υαυΰκτμ κτ 
(α) (ά κ υαυΰάμ κυ αθα λσφκυ κυ (α)). Θα κθ υηίκζέακυη  η  (α)

+
. βζ. (α)

+ 
=(α*)

Σ
. Π.ξ. 

* *

11 21

* *

12 22

( )
a a

a
a a

+ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

Αθ Ϋθαμ πέθαεαμ (α) δ κτ αδ η  κθ πλκ αλ βηΫθκ κυ σ  κ (α) ζΫΰ αδ ληδ δαθόμ ά 

αυ κπλκ αλ βηΫθκμ πέθαεαμ. Γδα Ϋθαθ αυ κπλκ αλ βηΫθκ πέθαεα (α) δ ξτ δ αij=(αji)*. Οδ 
αυ κπλκ αλ βηΫθκδ πέθαε μ απκ ζκτθ ηδα απσ δμ πδκ ξλά δη μ εα βΰκλέ μ πδθΪεπθ. ΠαλΪ δΰηα 

2×2 ληδ δαθκτ πέθαεα: 

2

1

i

i

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

Αθ Ϋθαμ πέθαεαμ η α έγ αδ η  κθ ληδ δαθσ υαυΰά κυ, βζ. (α)(α)
+
=(α)

+
(α) κ πέθαεαμ αυ σμ 

ζΫΰ αδ εαθκθδεόμ. Π.ξ.  
0

0 3 5

i

i

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 

Αθ έ λκφκμ κυ πέθαεα  (α), αθ υπΪλξ δ, ζΫΰ αδ κ πέθαεαμ (α)
-1

, Ϋ κδκμ υ     

(α) (α)
-1

 =(α)
-1

 (α)=( ) (κ ηκθα δαέκμ πέθαεαμ).  Γδα κθ υπκζκΰδ ησ κυ αθ δ λσφκυ θσμ πέθαεα 

γα ηδζά κυη   πση θκ Ϊφδκ. 
 

Αθ ΰδα Ϋθαθ πέθαεα (α) κ κπκέκμ Ϋξ δ αθ έ λκφκ δ ξτ δ (α)
+
=(α)

-1
, σ  κ (α) ζΫΰ αδ ηκθα δαεόμ 

πέθαεαμ. ΠκζζΫμ φκλΫμ υηίκζέα αδ η  (u) (απσ κ unitary). Πλο οχά: Να ηβθ υΰξΫ αδ η  κθ 
ηκθα δαέκ! 
 

Αθ ΰδα Ϋθαθ πέθαεα (α) κ κπκέκμ Ϋξ δ αθ έ λκφκ δ ξτ δ (α)
Σ
=(α)

-1
, σ  κ (α) ζΫΰ αδ κλγκΰώθδκμ 

πέθαεαμ. ΠκζζΫμ φκλΫμ υηίκζέα αδ η  (κ) (απσ κ orthogonal).  

 

Γδα πέθαε μ η  πλαΰηα δεΪ κδξ έα, σπκυ  (α)
+ 

=(α)
Σ
, κ ηκθα δαεσμ εαδ κ κλγκΰυθδκμ πέθαεαμ 

αυ έακθ αδ. 
 

Οδ ηκθα δαεκέ εαδ κδ κλγκΰυθδκδ πέθαε μ απκ ζκτθ απσ δμ πδκ ξλά δη μ εα βΰκλέ μ πδθΪεπθ. Η 

κλέακυ Ϊ κυμ Ϋξ δ ηΫ λκ ηκθΪ α, κδ άζ μ κυμ απκ ζκτθ κλγκεαθκθδεσ τ βηα δαθυ ηΪ πθ 
εαδ σ αθ πκζζαπζα δΪ κυθ Ϋθα δΪθυ ηα κ βΰκτθ  δΪθυ ηα η  κ έ δκ ηάεκμ (ηΫ λκ) η  κ 
αλξδεσ. Απκ ζκτθ πέ βμ δ δεΫμ εα βΰκλέ μ εαθκθδευθ πδθΪεπθ. 
 

 

4.     Ίχθκμ εαδ κλέακυ α πέθαεα 

 

Σκ έξθκμ εαδ β κλέακυ α έθαδ τκ ξλά δηκδ αλδγηκέ, ξαλαε βλδ δεκέ εΪγ  πέθαεα. Ολέακθ αδ ησθκ 
ΰδα λαΰπθδεκτμ πέθαε μ 
 

Ίχθκμ πέθαεα, Tr  (απσ κ trace)  κθκηΪακυη  κ Ϊγλκδ ηα πθ δαΰυθδπθ κδξ έπθ κυ πέθαεα: 

Tr(α)=∑iαii,  
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βζ.  
11 12

11 22

21 22

Tr
a a

a a
a a

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

Γδα κ έξθκμ δ ξτκυθ:  
 Tr((α)+(b))=Tr(α)+Tr(b) 

 Tr((α)(b))=Tr((b)(α)) (αεσηα εαδ αθ (α)(b)≠(b)(α)) 

Αιέα δ θα βη δπγ έ πέ βμ σ δ κ έξθκμ έθαδ ξαλαε βλδ δεσ κυ ζ ά κθ κπκέκ επλκ ππ έ κ 
πέθαεαμ εαδ παλαηΫθ δ κ έ δκ ΰδα εΪγ  αθαπαλΪ α β κυ ζ ά. 

 

Ολέακυ α πέθαεα έθαδ Ϋθαμ αλδγησμ, κ κπκέκμ υπκζκΰέα αδ απσ α κδξ έα κυ πέθαεα (η  

πλκ γΫ δμ εαδ πκζζαπζα δα ηκτμ πθ κδξ έπθ αυ υθ). Η κλέακυ α θσμ πέθαεα, π.ξ. 
11 12

21 22

( )
a a

a
a a

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

υηίκζέα αδ έ  η  det(α) (απσ βθ αΰΰζδεά ζΫιβ  determinant=κλέακυ α) έ  πμ 
11 12

21 22

| ( ) |
a a

a
a a

= . 

 

Πλδθ αθαφ λγκτη  κθ λσπκ υπκζκΰδ ηκτ βμ κλέακυ αμ γα δ Ϊΰκυη  βθ Ϋθθκδα κυ 
υπκπέθαεα, βμ υπκκλέακυ αμ εαδ κυ αζΰ ίλδεκτ υηπζβλυηα κμ πέθαεα. 

Τπκπέθαεαμ (cij) κυ πέθαεα (α) κθκηΪα αδ κ πέθαεαμ πκυ πλκετπ δ απσ κθ (α) η  απαζκδφά βμ 
ΰλαηηάμ i εαδ βμ άζβμ j.  Π.ξ. κ (c11) κυ πδκ πΪθπ πέθαεα (α) έθαδ κ κδξ έκ α22  (πέθαεαμ 
1×1). Οδ κλέακυ μ Ϋ κδπθ υπκπδθΪεπθ κυ (α) κθκηΪακθ αδ υπκκλέακυ μ κυ πέθαεα (α). 

Αζΰ ίλδεό υηπζάλωηα κυ υπκπέθαεα (cij) ζΫΰ αδ κ αλδγησμ ij=(-1)
i+j

 det(cij) 

 

Χλβ δηκπκδυθ αμ α παλαπΪθπ, β κλέακυ α θσμ πέθαεα (α) υπκζκΰέα αδ πμ ιάμ: 
    

det(α)=∑jαij ij =∑j(-1)
i+j

 αij det(cij)    ά     det(α)= ∑iαij ij =∑i(-1)
i+j

 αij det(cij)      (1) 

 

Ο έε βμ j η λΪ δ δμ άζ μ κυ πέθαεα (α) εαδ κ έε βμ i δμ ΰλαηηΫμ κυ.  κ Ϊγλκδ ηα πμ 
πλκμ j κ έε βμ i ηπκλ έ θα βζυθ δ κπκδα άπκ  ΰλαηηά κυ πέθαεα. ΛΫη  σ  σ δ υπκζκΰέακυη  

βθ κλέακυ α η  αθΪπ υΰηα πμ πλκμ β ΰλαηηά i. Οπκδα άπκ  απσ δμ ΰλαηηΫμ κυ πέθαεα αθ 
πδζ ΰ έ κ απκ Ϋζ ηα γα έθαδ κ έ δκ. ΑθΪζκΰα εαδ ΰδα κ Ϊγλκδ ηα πμ πλκμ i. Σσ  ζΫη  σ δ 
υπκζκΰέακυη  βθ κλέακυ α η  αθΪπ υΰηα πμ πλκμ β άζβ j. 

 

Σα παλαπΪθπ γα ΰέθκυθ π λδ σ λκ εα αθκβ Ϊ η  Ϋθα υΰε ελδηΫθκ παλΪ δΰηα: Έ π κ 
πέθαεαμ. 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

( )

a a a

a a a a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 

Θα υπκζκΰέ κυη  βθ κλέακυ Ϊ κυ αθαπ τ κθ αμ πμ πλκμ βθ πλυ β ΰλαηηά, βζ. 
ξλβ δηκπκδυθ αμ β ξΫ β det(α)= ∑j (-1)

i+j
 αij det(cij) , η  i=1. βζ.  
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det(α)= (-1)
1+1

 α11 det(c11) +(-1)
1+2

 α12 det(c12) +(-1)
1+3

 α13 det(c13), 

 

ά, πδκ παλα α δεΪ, 

11 12 13

22 23 21 23 21 221 1 1 2 1 3

21 22 23 11 12 13

32 33 31 33 31 32

31 32 33

| ( ) | ( 1) ( 1) ( 1)

a a a
a a a a a a

a a a a a a a
a a a a a a

a a a

+ + += = − + − + −  

 

Ο υπκζκΰδ ησμ ΰέθ αδ υεκζσ λκμ βθ πλΪιβ αθ δ κδξέακθ αμ κ κδξ έκ α11 κ πλσ βηκ + 

εαδ α Ϊζζα κδξ έα θαζζΪι πλσ βηκ + ά -, εαδ αθαπ τ κθ αμ πμ πλκμ εΪπκδα ΰλαηηά ά άζβ 

ξλβ δηκπκδυθ αμ α πλσ βηα αυ Ϊ. Π.ξ. κ πδκ πΪθπ παλΪ δΰηα 3×3 πέθαεα, σπκυ 
αθαπ τ κυη  πμ πλκμ βθ πλυ β ΰλαηηά, 

 

11 12 13

22 23 21 23 21 22

21 22 23 11 12 13

32 33 31 33 31 32

31 32 33

| ( ) |

a a a
a a a a a a

a a a a a a a
a a a a a a

a a a

+ − +

− + −

+ − +

= = − +  

 

Αθ κ (α) έθαδ πέθαεαμ 2×2 κ υπκζκΰδ ησμ έθαδ πκζτ απζσμ: 
 

11 12

21 22

( )
a a

a
a a

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,   σ     
11 12

11 22 12 21

21 22

| ( ) |
a a

a a a a a
a a

= = −  

 

πέ βμ, δ δεΪ ΰδα 3×3 πέθαε μ, υπΪλξ δ εαδ Ϋθαμ υεκζσ λκμ λσπκμ υπκζκΰδ ηκτ, ΰθπ σμ πμ 
εαθσθαμ κυ Sarrus: 

 

  

11 22 33 12 23 31 13 21 32 31 22 13 32 23 13 33 21 12a a a a a a a a a a a a a a a a a a= + + − − −
 

 

 

Σκ ιπ λδεσ ΰδθση θκ δαθυ ηΪ πθ κυ ΰθπ κτ ηαμ λδ δΪ α κυ υεζ έ δκυ ξυλκυ, ηπκλ έ θα 

υπκζκΰδ έ τεκζα η  ξλά β κλδακυ υθ, πμ (  εαλ δαθΫμ υθ αΰηΫθ μ) 
ˆ ˆ ˆ

x y z

x y z

x y z

a a a

b b b

× =a b . 

Τπκζκΰέ  βθ κλέακυ α θσμ δαΰυθδκυ πέθαεα 3×3. 

Τπκζκΰέ  βθ κλέακυ α θσμ εΪ π λδΰπθδεκτ πέθαεα 3×3. 

 

5. Ι δό β μ κλδακυ ώθ 
 

Γδα θα ηπκλΫ κυη  θα παλκυ δΪ κυη   πδκ υηπαΰά ηκλφά δμ δ δσ β μ πθ κλδακυ υθ, γα 

ΰλΪοκυη  κθ πέθαεα (a) βθ  ιάμ ηκλφά: 

11 12 13 11 12

21 22 23 21 22

31 32 33 31 32

| ( ) |

a a a a a

a a a a a a

a a a a a

+ + +

− − −

=
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( )

11 12 1

21 2

1 2

1

( ) , , ...,

N

N

N

N NN

a a a

a a
a a a a

a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

K

O

M O M

L L

 

 

σπκυ κ αi η  βθ πατζα βζυθ δ βθ i άζβ κυ (α). 

 

1. ( ) ( )1 2 1 2det , , ..., ,..., det , , ..., ,...,i N i Na a a a a a a aλ = λ   (εκδθσμ παλΪΰπθ ηδαμ άζβμ ά ΰλαηηάμ 
ίΰαέθ δ εκδθσμ παλΪΰπθ βμ κλέακυ αμ). 

2. Αθ ηδα ΰλαηηά ά άζβ ηδαμ κλέακυ αμ έθαδ ηβ Ϋθ β κλέακυ α έθαδ έ β η  ηβ Ϋθ (πλκετπ δ 
αηΫ πμ απσ βθ 1). 

3. Η κλέακυ α κυ δαΰυθδκυ πέθαεα έθαδ ΰδθση θκ πθ δαΰυθδπθ κδξ δυθ κυ πέθαεα. Η 

κλέακυ α κυ αυ κ δεκτ πέθαεα έθαδ έ β η  1. 

4. Αθ δη αγΫ κθ αμ τκ κπκδ άπκ  ΰλαηηΫμ ά άζ μ ηδαμ κλέακυ αμ β κλέακυ α αζζΪα δ 
πλσ βηκ, βζ. ( ) ( )1 1 1 1det ,..., , ..., det ,..., , ,...,i i N i i Na a a a a a a a+ += −  (κδ ΰλαηηΫμ (ά κδ άζ μ) 
θ έθαδ απαλαέ β κ θα έθαδ ΰ δ κθδεΫμ).  

5. Ό αθ τκ ΰλαηηΫμ ά άζ μ ηδαμ κλέακυ αμ έθαδ έ μ ά αθΪζκΰ μ, β κλέακυ α έθαδ ηβ Ϋθ, βζ. 
( )1det ,..., , ..., 0i i Na a a aλ = . ( ( ) ( )1 1det ,..., , ..., det ,..., , ...,i i N i i Na a a a a a a aλ = λ  (απσ 1) εαδ 

( ) ( )1 1det ,..., , ..., det ,..., , ...,i i N i i Na a a a a a a a= −  (απσ 4)). 

6. ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2det , , ..., ,..., det , , ..., ,..., det , , ..., ,...,i i N i N i Na a a b a a a a a a a b a+ = + , βζ. σ αθ ηδα 

ΰλαηηά ά άζβ ηδαμ κλέακυ αμ ΰλΪφ αδ πμ Ϊγλκδ ηα τκ πλκ γ Ϋπθ, β κλέακυ α ηπκλ έ θα 

πΪ δ  Ϊγλκδ ηα τκ κλδακυ υθ (πλκετπ δ τεκζα απσ κθ τπκ (1), αθαπ τ κθ αμ πμ 
πλκμ β ΰλαηηά ά άζβ πκυ έθαδ Ϊγλκδ ηα). 

7. Αθ πλκ γ έ  ηδα ΰλαηηά (ά άζβ) ηδαμ κλέακυ αμ κ πκζζαπζΪ δκ ηδαμ Ϊζζβμ ΰλαηηάμ (ά 

άζβμ), β κλέακυ α παλαηΫθ δ αη Ϊίζβ β, βζ. 
( ) ( )1 2 1 2det , , ..., ,..., det , , ..., ,...,ii N i j Na a a a a a a a a= + λ  (πλκετπ δ τεκζα απσ βθ δ δσ β α 6, 

 υθ υα ησ η  βθ 5).   

8. Η κλέακυ α κυ ΰδθκηΫθκυ πδθΪεπθ δ κτ αδ η  κ ΰδθση θκ πθ κλδακυ υθ πθ πδθΪεπθ αυ υθ, 
βζ. det(( )( )) det( )det( )a b a b= . Αθ κ (ί) έθαδ κ αθ έ λκφκμ κυ (α), σ  

1 1 1det(( )( ) ) det( )det(( ) ) det( ) 1 det(( ) ) 1/ det( )a a a a a a− − −= = ε = ⇒ = . 

9. det( ) det( )Ta a= (πλκετπ δ τεκζα αθαπ τ κθ αμ κθ Ϋθαθ πέθαεα πμ πλκμ ΰλαηηΫμ εαδ κθ 
Ϊζζκθ πμ πλκμ άζ μ).  det( *) [det( )]*a a=  (αφκτ det( ) det( *)Ta a+ = ).  

10.  Αθ β κλέακυ α θσμ πέθαεα (α) έθαδ ηβ Ϋθ σ  κδ άζ μ κυ (α) έθαδ ΰλαηηδεΪ ιαλ βηΫθα 

δαθτ ηα α. Αθ έθαδ δαφκλ δεά απσ ηβ Ϋθ κδ άζ μ έθαδ δαθτ ηα α ΰλαηηδεΪ 

αθ ιΪλ β α. Σκ έ δκ δ ξτ δ εαδ ΰδα δμ ΰλαηηΫμ κυ (α). 

 

 

6. ΣΪιβ πέθαεα, αθ έ λκφκμ πέθαεα 
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ΣΪιβ πέθαεα: ΣΪιβ θσμ πέθαεα (α) ζΫΰ αδ κ αλδγησμ πθ ΰλαηηδεΪ αθ ιΪλ β πθ βζυθ (ά 

ΰλαηηυθ) κυ (α).  

 

Χλβ δηκπκδυθ αμ βθ παλαπΪθπ δ δσ β α 10 πθ κλδακυ υθ, ηπκλ έ θα δξγ έ σ δ αθ κ (α) έθαδ 
λαΰπθδεσμ πέθαεαμ Ν×Ν η  det(a)≠0 σ  β Ϊιβ κυ (α) δ κτ αδ η  Ν ( βζ. η  β δΪ α ά 

κυ). Αθ det(a)=0 β Ϊιβ κυ (a) δ κτ αδ η  β δΪ α β κυ ηΫΰδ κυ λαΰπθδεκτ υπκπέθαεΪ 

κυ η  ηβ ηβ θδεά κλέακυ α. 

 

Έθαμ πέθαεαμ κυ κπκέκυ β κλέακυ α δ κτ αδ η  ηβ Ϋθ ζΫΰ αδ δ δόηκλφκμ ά δ δΪαωθ πέθαεαμ. 
 

Αθ έ λκφκμ πέθαεα: έπαη  α πλκβΰκτη θα σ δ κ αθ έ λκφκμ θσμ πέθαεα (α), αθ υπΪλξ δ, 
κλέα αδ απσ β ξΫ β (α) (α)

-1
 =(α)

-1
 (α)=(ε) ((ε) έθαδ κ ηκθα δαέκμ πέθαεαμ).   

 

Η υθγάεβ ΰδα βθ τπαλιβ αθ δ λσφκυ έθαδ κ πέθαεαμ (α) θα Ϋξ δ ηβ ηβ θδεά κλέακυ α. 

Πέθαε μ η  κλέακυ α έ β η  ηβ Ϋθ (δ δσηκλφκδ πέθαε μ) θ έθαδ αθ δ λΫοδηκδ. 
 

Τποζογδ ηόμ αθ δ λόφου: Ο υπκζκΰδ ησμ κυ αθ δ λσφκυ θσμ πέθαεα (α) ξ έα αδ θΪ η  

κθ υπκζκΰδ ησ βμ κλέακυ αμ κυ (α). Τπ θγυηέακυη  σ δ β κλέακυ α κυ πέθαεα (α) έ αδ απσ 
β ξΫ β det(α)= ∑j(-1)

i+j
 αij det(cij) =  ∑jαij ij. Οδ αλδγηκέ ij ( α αζΰ ίλδεΪ υηπζβλυηα α πθ 

κδξ έπθ κυ (α)), κδ κπκέκδ απκ ζκτθ ηδα δα δΪ α β δΪ αιβ αλδγηυθ, ηπκλκτθ θα ΰλαφκτθ 
εαδ αυ κέ  ηκλφά πέθαεα: 

11 12 1

21 2

1

( )

N

N

N NN

Δ Δ Δ⎛ ⎞
⎜ ⎟Δ Δ⎜ ⎟Δ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
Δ Δ⎝ ⎠

K

O

M O M

L L

. 

 

Μπκλ έ θα απκ δξγ έ σ  σ δ (α)( )
Σ
=( )

Σ
(α)=( )det(α), σπκυ ( )

Σ
 έθαδ κ αθΪ λκφκμ κυ ( ) 

εαδ ( ) κ ηκθα δαέκμ. Πκζζαπζα δΪακθ αμ εαδ α τκ ηΫζβ βμ δ σ β αμ απσ αλδ λΪ η  (α)
-1

 εαδ 
ξλβ δηκπκδυθ αμ κθ κλδ ησ κυ αθ δ λσφκυ, πλκετπ δ τεκζα σ δ 

1
( )

( )
det( )

T

a
a

−
Δ

=  

(Μπκλ έ  θα απκ έι , ξλβ δηκπκδυθ αμ κθ τπκ (1) ΰδα κθ υπκζκΰδ ησ βμ κλέακυ αμ, κ 

ιάμ?: 1
1 1 1

(( )( ) ) (( )( ) ) ( ( ) ) ( ) 1
det( ) det( ) det( )

T T

ii ii ik ki ik ik

k k

a a a a a
a a a

− = Δ = Δ = Δ =∑ ∑ ) 

 

Γδα κθ αθ έ λκφκ πέθαεα δ ξτκυθ κδ ιάμ δ δό β μ: 
 ((α)

-1
)

-1
=(α) 

 ((α)
Σ
)

-1
=((α)

-1
)
Σ 

 ((α)
+
)

-1
=((α)

-1
)

+
 

 ((α)(b))
-1

=(b)
-1

 (α)
-1

 (πλκ Ϋι  βθ αζζαΰά β δλΪ πθ πδθΪεπθ). 
 

Απκ έι  δμ παλαπΪθπ δ δσ β μ κυ αθ δ λσφκυ ξλβ δηκπκδυθ αμ κθ κλδ ησ κυ. 
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Απκ έι  σ δ κ αθ έ λκφκμ θσμ δαΰυθδκυ πέθαεα ( ), έθαδ Ϋθαμ δαΰυθδκμ πέθαεαμ η  κδξ έα 

α αθ έ λκφα πθ κδξ έπθ κυ ( ).  

 

Απκ έι  σ δ κ αθ έ λκφκμ θσμ ΰ θδεκτ δ δΪ α κυ πέθαεα (α) έ αδ απσ β ξΫ β 

22 121

21 11

1
( )

det( )

a a
a

a aa

− −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 

Απκ έι  σ δ β κλέακυ α θσμ κλγκΰυθδκυ πέθαεα έθαδ +1 ά -1 (ξλβ δηκπκδά  κθ κλδ ησ κυ 
κλγκΰυθδκυ πέθαεα, εαδ κ ΰ ΰκθσμ σ δ β det(a)

-1
=1/det(a)) 

Απκ έι  σ δ β κλέακυ α θσμ ηκθα δαεκτ πέθαεα Ϋξ δ ηΫ λκ ηκθΪ α. 
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