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Κεφάλαιο 2: ∆ιατάξεις και Συνδυασµοί.

Περιεχόµενα

Εισαγωγή – Βασική αρχή απαρίθµησης – ∆ιατάξεις µε και χωρίς επανατοποθέτηση – Συνδυασµοί

– Ασκήσεις

Εισαγωγή

Μέχρι το τέλος αυτού του κεφαλαίου ϑα ϑεωρούµε πειράµατα τύχης των οποίων τα στοι-

χειώδη γεγονότα (τα στοιχεία του δειγµατοχώρου Ω) είναι ισοπίθανα. Τότε, αν ο αριθµός

των σηµείων του Ω είναι s, ένα γεγονός A το οποίο περιλαµβάνει j σηµεία έχει πιθανότητα

j/s να πραγµατοποιηθεί.

Γενικότερα, η πιθανότητα να πραγµατοποιηθεί ένα γεγονός A είναι P (A) = N(A)/s,

όπου N(A) το πλήθος των σηµείων του A. Το πρόβληµα λοιπόν του υπολογισµού της

P (A) ανάγεται σε πολλές περιπτώσεις, σ΄ αυτό του υπολογισµού του N(A). ΄Οπως είδαµε

και στα προηγούµενα, η συνηθισµένη διαδικασία για τον υπολογισµό της P (A) είναι να

¨µετρήσουµε¨ το πλήθος των σηµείων του A, N(A), και να διαιρέσουµε µε το s. Ωστόσο, ο

υπολογισµός του N(A) είναι εύκολος µόνο αν το A έχει λίγα σηµεία. Ακόµα και για µέτριο

πλήθος σηµείων, η µέθοδος της ευθείας απαρίθµησης είναι πρακτικά ανεφάρµοστη. ΄Ετσι,

η ανάγκη για απλούς κανόνες απαρίθµησης γίνεται επιτακτική. Θα παρουσιάσουµε

παρακάτω τεχνικές απαρίθµησης που είναι στοιχειώδεις, έχουν ευρύ ϕάσµα εφαρµογών,

και είναι πολύ χρήσιµες στη Θεωρία Πιθανοτήτων.

Βασική Αρχή Απαρίθµησης

Παράδειγµα 1: Πηγαίνετε να γευµατίσετε σ΄ ένα εστιατόριο πολυτελείας, και ο σερ-

ϐιτόρος σας πληροφορεί ότι έχετε :

α) δύο επιλογές για ορεκτικό (σούπα ή χυµό),

ϐ) τρείς επιλογές για κύριο πιάτο (κρέας, ψάρι, και πιάτο λαχανικών),

γ) δύο για επιδόρπιο (παγωτό ή γλυκό).

Ποιες είναι οι δυνατές επιλογές σας για το πλήρες γεύµα;

Το µενού αποφασίζεται σε τρία στάδια, και στο κάθε στάδιο ο αριθµός των δυνατών

επιλογών σας δεν εξαρτάται από το τι διαλέξατε στο προηγούµενο. ∆ύο επιλογές για

το πρώτο στάδιο, τρεις για το δεύτερο και δύο για το τρίτο. Προφανώς ο συνολικός

αριθµός επιλογών είναι το γινόµενο του αριθµού των επιλογών σε κάθε στάδιο. Εδώ

έχουµε 2 · 3 · 2 = 12 διαφορετικά µενού, για να διαλέξουµε.

Παράδειγµα 2: Σε ένα πείραµα τύχης ϱίχνουµε ένα νόµισµα και ένα Ϲάρι. Ποιος

είναι ο δειγµατοχώρος αυτού του πειράµατος·

Προφανώς αυτό είναι ένα πείραµα που εκτελείται σε δύο στάδια. Ας υποθέσουµε

ότι ϱίχνουµε πρώτα το νόµισµα (Π1). ΄Εχουµε δύο δυνατά αποτελέσµατα, κεφάλι

(Κ) ή γράµµατα (Γ). Κατόπιν ϱίχνουµε το Ϲάρι (Π2). Γι΄ αυτό έχουµε έξι δυνατά

αποτελέσµατα, τα 1,2,3,4,5,6. Τώρα, κάθε σηµείο του δειγµατοχώρου του Π1 µπορεί

να συνδυαστεί µε καθένα από τα 6 σηµεία του δειγµατοχώρου του Π2, για να δώσει
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2 · 6 το πλήθος διατεταγµένα Ϲεύγη. Ο δειγµατοχώρος του σύνθετου πειράµατος ϑα

είναι λοιπόν

Ω = { (Κ,1), (Κ,2),...,(Κ,6),(Γ,1),(Γ,2),...,(Γ,6) } ,

όπου το σηµείο (Κ, 4), λόγου χάρη, σηµαίνει ‘να έρθει Κ στη ϱίψη του νοµίσµατος,

και 4 στη ϱίψη του Ϲαριού’.

Θα διατυπωσουµε τώρα µιά µάλλον προφανή πρόταση, η οποία είναι γνωστή ως η

ϐασική αρχή της απαρίθµησης.

Πρόταση: Υποθέτουµε ότι ένα έργο (π.χ. µια εργασία, ένα πείραµα τύχης, κ.τ.λ.)

µπορεί να ολοκληρωθεί σε n στάδια (ή ϐαθµίδες ή στοιχειώδη πειράµατα τύχης). Υπάρ-

χουν m1 τρόποι να εκτελέσουµε το πρώτο στάδιο (ή m1 επιλογές για το πρώτο στάδιο, ή

m1 δειγµατοσηµεία στον δειγµατοχώρο του πρώτου σταδίου). Για καθέναν από αυτούς

τους m1 τρόπους υπάρχουν m2 τρόποι να εκτελέσουµε το δεύτερο στάδιο. Για καθέναν

από αυτούς τους m2 τρόπους υπάρχουν m3 τρόποι να εκτελέσουµε το τρίτο στάδιο, κ.ο.κ.

Τότε ο ολικός αριθµός των διαφορετικών τρόπων, µε τους οποίους µπορεί να ολοκληρωθεί

το έργο αυτό, δίνεται από το γινόµενο N ≡ m1 · m2 · · ·mn.

Ας εξειδικεύσουµε το παραπάνω σε πειράµατα τύχης. Θεωρούµε n πειράµατα τύ-

χης (ή n στάδια ενός σύνθετου πειράµατος τύχης), Π1, Π2,...,Πn, και τους αντίστοιχους

δειγµατοχώρους, Ω1, Ω2,...,Ωn, µε πλήθος δειγµατοσηµείων N(Ωj) = mj, j = 1, 2, ..., n.

Ακολούθως ϑεωρούµε το σύνθετο πείραµα τύχης Π, που συνίσταται στην ταυτόχρονη εκτέ-

λεση των n παραπάνω πειραµάτων τύχης. Πόσα είναι τα δυνατά αποτελέσµατα του Π; (ή,

ισοδύναµα, πόσες είναι οι δυνατές n−άδες που µπορούµε να κατασκευάσουµε παίρνοντας

ένα στοιχείο από Ω1, ένα στοιχείο από τον Ω2, κ.τ.λ.).

Η απάντηση, η οποία δίνεται από την προηγούµενη πρόταση, είναι N(Ω) = m1 ·
m2 · · ·mn, όπου Ω ο δειγµατοχώρος του Π. Αυτό είναι και το πλήθος των n−άδων x1, x2, ..., xn

που µπορούµε να σχηµατίσουµε παίρνοντας ένα στοιχείο x1 από το Ω1, ένα στοιχείο x2

από το Ω2, κ.τ.λ.

Μια σηµαντική ειδική περίπτωση του παραπάνω παραδείγµατος παίρνουµε αν ο κα-

ϑένας από τους δειγµατοχώρους Ωj είναι το ίδιο πάντα σύνολο, έστω S, το οποίο έχει s
στοιχεία. Τότε υπάρχουν sn το πλήθος n−άδες x1, x2, ..., xn, για τις οποίες κάθε xj είναι

ένα από τα στοιχεία του S. Για παράδειγµα, αν ϱίξουµε ένα Ϲάρι τρεις ϕορές, οι τριάδες

(x1, x2, x3) που µπορούν να σχηµατιστούν είναι 63, όπου τα x1, x2, και x3 είναι στοιχεία

του συνόλου {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Οι τριάδες αυτές είναι τα σηµεία του δειγµατοχώρου Ω του

πειράµατος της ϱίψης τριών Ϲαριών, όπου η τριάδα (2,4,5), π.χ. παριστάνει το ενδεχόµενο

¨να έρθει 2 το πρώτο Ϲάρι, 4 το δεύτερο, και 5 το τρίτο¨.

∆ιατάξεις

Η παραπάνω περίπτωση µπορεί να ιδωθεί και από άλλη οπτική γωνιά, όπως ϕαίνεται στο

εξής παράδειγµα:

Παράδειγµα 3: ΄Ενα δοχείο περιέχει s όµοιους ϐόλους, που ϕέρουν αριθµούς από το

1 ως το s. Επιλέγουµε τυχαία ένα ϐόλο από το δοχείο, σηµειώνουµε τον αριθµό του

και τον ξανατοποθετούµε στο δοχείο. Αν η διαδικασία αυτή επαναληφθεί n ϕορές,

ποιος είναι ο δειγµατοχώρος (σύνολο των δυνατών αποτελεσµάτων) του πειράµατος;

Κάθε µία από τις επιλογές δίνει έναν αριθµό από το 1 ως το s. Το αποτέλεσµα των

n επιλογών περιγράφεται από τη n−άδα x1, x2, ..., xn, όπου το x1 είναι ο αριθµός
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πάνω στον πρώτο ϐόλο που επιλέξαµε, το x2 είναι ο αριθµός πάνω στον δεύτερο ϐόλο

που επιλέξαµε, κ.τ.λ. Συνολικά υπάρχουν sn δυνατές n−άδες, οι οποίες αποτελούν

τα σηµεία του δειγµατοχώρου Ω του πειράµατος.

Η παραπάνω διαδικασία λέγεται δειγµατοληψία µε επανατοποθέτηση από έναν

πληθυσµό s διακεκριµένων αντικειµένων. Το αποτέλεσµα x1, x2, ..., xn λέγεται διατεταγ-

µένο δείγµα µεγέθους n από έναν πληθυσµό µεγέθους s αντικειµένων µε επανατοποθέ-

τηση, ή διάταξη των s αντικειµένων ανά n. Εδώ ϐέβαια υποθέτουµε ότι όλα τα sn δυνατά

δείγµατα έχουν την ίδια πιθανότητα. Για παράδειγµα, στη ϱίψη των τριών Ϲαριών, όπου

έχουµε 63 = 216 δυνατά αποτελέσµατα, καθένα από αυτά ϑεωρούµε ότι έχει πιθανότητα

1/216 να ϐγεί.

Παράδειγµα 4: ΄Εστω τα γράµµατα a, b, c. Πόσα είναι τα δυνατά διατεταγµένα Ϲεύγη

που ϑα µπορούσαµε να ϕτιάξουµε από τα γράµµατα αυτά χρησιµοποιώντας δειγ-

µατοληψία µε επανατοποθέτηση;

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, τα διατεταγµένα δεύγη (δείγµατα µεγέθους 2) που µπο-

ϱούµε να ϕτιάξουµε από πληθυσµό τριών αντικειµένων (δηλαδή οι διατάξεις των

τριών στοιχείων ανά δύο) είναι 32 = 9. Οι διατάξεις αυτές είναι οι

{(a, a), (a, b), (a, c), (b, a), (b, b), (b, c), (c, a), (c, b), (c, c)}.

Ας δούµε τώρα µια λίγο διαφορετική διαδικασία. ΄Εστω S ένα σύνολο µε s διακεκριµέ-

να αντικείµενα, αριθµηµένα από το 1 ως το s. Επιλέγουµε ένα από αυτά και σηµειώνουµε

τον αριθµό του, χωρίς να το ξανατοποθετήσουµε στο S. Αν επαναλάβουµε αυτή τη διαδι-

κασία, ϑα έχουµε να επιλέξουµε κάποιο από τα υπόλοιπα s − 1 αντικείµενα. Γενικά, αν

εκτελέσουµε τη διαδικασία αυτή n ϕορές, επιλέγονται συνολικά n αντικείµενα από το S,

όπου προφανώς n ≤ s (π.χ. επιλογή 6 χαρτιών από µια τράπουλα). Το αποτέλεσµα αυτού

του σύνθετου τυχαίου πειράµατος περιγράφεται και πάλι από µιά n−άδα x1, x2, ..., xn,

της οποίας όµως οι αριθµοί πρέπει να είναι διαφορετικοί, αφού δεν έχουµε διπλές εµφα-

νίσεις στο δείγµα µας. Το πρώτο αντικείµενο που επιλέξαµε µπορεί να είναι οποιοδήποτε

από τα s (άρα υπάρχουν s τρόποι για την επιλογή του πρώτου αντικειµένου), το δεύτερο

οποιοδήποτε από τα υπόλοιπα s− 1, κ.ο.κ. ΄Αρα υπάρχουν, σύµφωνα µε την πρόταση της

προηγούµενης παραγράφου,

(s)n = s(s − 1)(s − 2) · · · (s − n + 1) = s!/(s − n)!

διαφορετικά δυνατά αποτελέσµατα για το πείραµα αυτό.

Η διαδικασία αυτή ονοµάζεται δειγµατοληψία n αντικειµένων χωρίς επανατοπο-

ϑέτηση, αν υποθέσουµε ότι όλα τα (s)n αποτελέσµατα είναι ισοπίθανα.

Παράδειγµα 5: ΄Εστω τα γράµµατα a, b, c. Πόσα είναι τα δυνατά διατεταγµένα Ϲεύγη

που ϑα µπορούσαµε να ϕτιάξουµε από τα γράµµατα αυτά χρησιµοποιώντας δειγ-

µατοληψία χωρίς επανατοποθέτηση;

∆ειγµατοληψία χωρίς επανατοποθέτηση σηµαίνει ότι στο κάθε διατεταγµένο Ϲεύγος

ένα γράµµα ϑα εµφανίζεται µόνο µία ϕορά. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, ο αριθµός

τέτοιων Ϲευγών είναι (3)2 = 3!/(3 − 2)! = 6. (Τα διατεταγµένα αυτά Ϲεύγη είναι τα

{(a, b), (a, c), (b, a), (b, c), (c, a), (c, b)}.)
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Στην ειδική περίπτωση όπου n = s, δηλαδή Ϲητάµε τα διατεταγµένα δείγµατα µεγέθους

s που µπορούµε να ϕτιάξουµε από πληθυσµό s αντικειµένων χωρίς επανατοποθέτηση, ο

αριθµός των δυνατών αποτελεσµάτων ειναι

(s)s = s · (s − 1) · (s − 2) · · · 2 · 1 = s!.

Τα αποτελέσµατα αυτά λέγονται µεταθέσεις των s αριθµών. Λέµε λοιπόν ότι το σύνολο

των δυνατών µεταθέσεων s αριθµών είναι s!.
Π.χ., οι δυνατές µεταθέσεις των τριών γραµµάτων a, b, c του προηγούµενου παραδείγ-

µατος είναι 3!=6 (είναι οι (a, b, c), (a, c, b), (b, a, c), (b, c, a), (c, a, b), (c, b, a)).

Παράδειγµα 6: Το περίφηµο πρόβληµα των γενεθλίων.

Πόσους ανθρώπους χρειάζεται να έχουµε σε ένα δωµάτιο ώστε η πιθανότητα δύο

από αυτούς να έχουν γενέθλια την ίδια µέρα να είναι ευνοική· (∆ηλαδή να είναι

µεγαλύτερη από 1/2;)

Για να το ϐρούµε, ϑα υπολογίσουµε την πιθανότητα P σε ένα δωµάτιο µε n ανθρώ-

πους να µην υπάρχουν δύο που έχουν γεννηθεί την ίδια ηµεροµηνία. ∆εχόµαστε

ότι ένα έτος έχει 365 ηµέρες (αγνοούµε τα δίσεκτα έτη), και ότι όλες οι ηµέρες ενός

έτους έχουν την ίδια πιθανότητα να είναι ηµέρες γενεθλίων. Αριθµούµε τους ανθρώ-

πους από το 1 εως το n. Τα σηµεία του δειγµατοχώρου είναι n−άδες της µορφής

(x1, x2, ..., xn), όπου τα xi, i = 1, 2, ..., n είναι µιά από τις 365 ηµέρες του έτους.

΄Ολες οι δυνατές n−άδες είναι 365n, ενώ αυτές στις οποίες καµία ηµεροµηνία δεν

εµφανίζεται πάνω από µιά ϕορά είναι

365 · 364 · 363 · · · (365 − n + 1) = (365)n.

Υποθέτοντας ότι κάθε µία από αυτές έχει την ίδια πιθανότητα να εµφανιστεί, έχουµε

P =
(365)n

365n
.

Τότε, το n που απαιτείται ώστε η πιθανότητα να έχουν δύο από τους n ανθρώπους

γενέθλια την ίδια ηµεροµηνία να είναι ευνοική, ϐρίσκεται από τη σχέση

P <
1

2
⇒= (365)n < 365n.

Το αποτέλεσµα είναι εντυπωσιακό. Ακόµα και για n = 23 έχουµε ότι P < 1/2, ενώ

για n = 56 έχουµε P = 0.01. ∆ηλαδή, σε µιά οµάδα 56 ατόµων είναι σχεδόν ϐέβαιο

ότι δύο από αυτούς έχουν γεννηθεί την ίδια ηµεροµηνία.

Είδαµε ότι αν έχουµε έναν πληθυσµό s αντικειµένων, µπορούµε να επιλέξουµε sn

δείγµατα µεγέθους n µε επανατοποθέτηση, και (s)n δείγµατα χωρίς επανατοποθέτηση.

Αν όµως το s είναι πολύ µεγάλο σε σχέση µε το n (s À n), τότε η διαφορά µεταξύ των δύο

µεθόδων τυχαίας δειγµατοληψίας είναι πολύ µικρή.
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Συνδυασµοί (µη διατεταγµένα δείγµατα)

Υπάρχουν περιπτώσεις (πειράµατα τύχης) στις οποίες η σειρά των στοιχείων ενός δείγ-

µατος δεν ενδιαφέρει. Π.χ., στο πόκερ. ΄Ενα χέρι του πόκερ αποτελείται από 5 χαρτιά

τα οποία επιλέγονται τυχαία από µια συνηθισµένη τράπουλα µε 52 χαρτιά. Είδαµε ότι

για ένα τέτοιο σύνολο υπάρχουν (52)5 δυνατές διατάξεις (χωρίς επανατοποθέτηση) 5 χαρ-

τιών. Αν όµως κάνουµε έτσι τον υπολογισµό, διαφορετικές διατάξεις των ίδιων 5 χαρτιών

ϑεωρούνται διαφορετικά χέρια. ΄Οµως στο πόκερ η πεντάδα 2,3,4,5,6 σπαθιά (µε αυτή

τη διάταξη) είναι ίδια µε την πεντάδα 3,2,4,5,6 σπαθιά (µε αυτή τη διάταξη). Για την

ακρίβεια, όλες οι 5! µεταθέσεις των 5 χαρτιών είναι ισοδύναµες στο πόκερ. ΄Ετσι, από τα

(52)5 δυνατά χέρια, τα 5! από αυτά είναι απλώς µεταθέσεις αυτών των ίδιων 5 χαρτιών.

΄Αρα το συνολικό πλήθος των χεριών του πόκερ, αν αγνοήσουµε τη σειρά µε την οποία

εµφανίζονται τα χαρτιά, είναι (52)5/5!.
Γενικά, από ένα σύνολο S που περιέχει s διακεκριµένα αντικείµενα, µπορούµε να

επιλέξουµε (s)n διαφορετικά δείγµατα µεγέθους n χωρίς επανατοποθέτηση. Κάθε δια-

κεκριµένο υποσύνολο {x1, x2, ..., xn} από n στοιχεία του S µπορεί να διαταχθεί µε n!
διαφορετικούς τρόπους. Αν αποφασίσουµε να αγνοήσουµε τη σειρά µε την οποία τα αν-

τικείµενα εµφανίζονται στο δείγµα, τότε αυτές οι n! αναδιατάξεις ή µεταθέσεις πρέπει να

ϑεωρηθούν ταυτόσηµες. Υπάρχουν λοιπόν (s)n/n! διαφορετικά δείγµατα µεγέθους n που

µπορούµε να επιλέξουµε χωρίς επανατοποθέτηση και χωρίς να µας ενδιαφέρει η διάταξη

από ένα σύνολο S που περιέχει s διακεκριµένα αντικείµενα. Τα δείγµατα αυτά λέγονται

συνδυασµοί των s στοιχείων ανά n.

Η ποσότητα (s)n/n! γράφεται συνήθως µε τη ϐοήθεια του συµβόλου του λεγόµενου

διωνυµικού συντελεστή
(s)n

n!
=

(

s
n

)

και µπορούµε να δούµε ότι ισούται µε s!/(s − n)!n!
(

s
n

)

=
s(s − 1) · · · (s − n + 1)

n!
=

[1 · 2 · · · (s − n)][(s − n + 1) · · · (s − 1)s]

[1 · 2 · · · (s − n)]n!
=

s!

(s − n)!n!
.

Η ορολογία ¨διωνυµικός συντελεστής¨ προέρχεται από µιά εφαρµογή της άλγεβρας, και

συγκεκριµένα το ανάπτυγµα του διωνύµου,

(x + y)s =
s

∑

n=0

(

s
n

)

xs−nyn = xs +

(

s
1

)

xs−1y +

(

s
2

)

xs−2y2 + · · · +
(

s
s

)

ys,

όπου το πλήθος των συνδυασµών

(

s
n

)

εµφανίζεται στους συντελεστές του αναπτύγµατος.

Οι συντελεστές αυτοί έχουν πολλές ενδιαφέρουσες ιδιότητες, όπως για παράδειγµα

1)
(

n
j

)

=

(

n
j − 1

)

,

2)
(

n
j

)

=

(

n − 1
j

)

+

(

n − 1
j − 1

)

,
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3)

(

n
0

)

+

(

n
1

)

+

(

n
2

)

+ · · · +
(

n
n

)

= 2n,

κ. ά.,

οι οποίες αποδεικνύονται πολύ εύκολα. Σηµειώστε ότι το σύµβολο

(

a
n

)

είναι καλά

ορισµένο για κάθε πραγµατικό αριθµό a και µη αρνητικό n, και ότι τα 0! και (a)0 είναι εξ

ορισµού ίσα µε 1.

Παράδειγµα 7: Πόσα είναι τα δυνατά µη διατεταγµένα Ϲεύγη που µπορούµε να

ϕτιάξουµε από τα γράµµατα a, b, c;

Τα Ϲεύγη αυτά είναι οι δυνατοί συνδυασµοί των τριών αριθµών ανά δύο, άρα

(

3
2

)

= 3!/2!1! = 3 (είναι τα (a, b), (a, c), (b, c)).

Παράδειγµα 8: Σύνθεση επιτροπής.

Το τµήµα Υλικών έχει 3 καθηγητές πρώτης ϐαθµίδας, 6 αναπληρωτές καθηγητές,

και 8 επίκουρους καθηγητές. Μια τριµέλής επιτροπή εκλέγεται τυχαία από τα

παραπάνω µέλη ∆ΕΠ. Βρείτε την πιθανότητα όλα τα µέλη της επιτροπής να είναι

επίκουροι καθηγητές.

Αν ορίσουµε ως A το γεγονός ‘και τα τρία µέλη της επιτροπής είναι επίκουροι’, τότε

η πιθανότητα του A δίνεται από το πλήθος των στοιχείων του A προς το συνολι-

κό πλήθος των δειγµατοσηµείων του πειράµατος (που το πλήθος των δυνατών µη

διατεταγµένων τριάδων που µπορούµε να ϕτιάξουµε από τα υπάρχοντα µέλη ∆ΕΠ).

Συνολικά, το τµήµα έχει 17 µέλη ∆ΕΠ. Η επιτροπή των τριών µπορεί να εκλεγεί

από τους 17 µε

(

17
3

)

τρόπους. Υπάρχουν 8 επίκουροι καθηγητές, και οι 3 της

επιτροπής µπορούν να επιλεγούν από αυτούς µε

(

8
3

)

τρόπους. ′Αρα η Ϲητούµενη

πιθανότητα είναι

P =

(

8
3

)

/

(

17
3

)

≃ 0.082.

Σε πολλές περιπτώσεις οδηγούµαστε στον υπολογισµό παραγοντικών. ΄Οταν όµως ο αριθ-

µός, έστω n, είναι ακόµα και µέτριου µεγέθους (για παράδειγµα n = 15), τότε το n! είναι

πάρα πολύ µεγάλος αριθµός. Στις περιπτώσεις αυτές, µια προσεγγιστική τιµή του n!
δίνεται από τον τύπο του Stirling, σύµφωνα µε τον οποίο

n! ≃
(

n

e

)n √
2πn,

όπου e είναι η ϐάση των νεπέρειων λογαρίθµων (σταθερά του Euler), e = 2.71828....
Μια τελευταία παρατήρηση που αφορά τον συµβολισµό: Οι ποσότητες (s)n και (s)n/n!
συµβολίζονται επίσης µε sPn (P από το Permutations (µεταθέσεις) ) και sCn (C από το

Combinations (συνδυασµοί) ), αντίστοιχα
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Ασκήσεις

1. Με πόσους διαφορετικούς τρόπους µπορούν να καθήσουν στη σειρά 10 άνθρωποι

σε 4 καρέκλες;

2. ∆ιαλέγουµε τυχαία 5 αριθµούς από το σύνολο {1, 2, 3, ..., 15}, µε επανατοποθέτηση.

Ποια είναι η πιθανότητα:

α) ο µεγαλύτερος να είναι 9;

ϐ) ο µικρότερος να είναι 3 και ο µεσαίος (σε µέγεθος) να είναι 8;

γ) οι δύο να είναι άρτιοι και οι τρείς περιττοί;

3. ′Ενα δοχείο περιέχει 8 αριθµηµένους ϐόλους από το 1 ως το 8. Επιλέγουµε 4

ϐόλους στην τύχη, χωρίς επανατοποθέτηση. Ποια είναι η πιθανότητα ο µικρότερος

αριθµός να είναι το 3·

4. ∆έκα χαρτιά επιλέγονται στην τύχη από µιά τράπουλα 52 χαρτιών. Σε πόσες περι-

πτώσεις περιλαµβάνεται τουλάχιστον ένας άσσος· Σε πόσες περιπτώσεις περιλαµβά-

νεται ακριβώς ένας άσσος·

5. Τρεις γυναίκες και πέντε άνδρες σχηµατίζουν µιά τετραµελή οµάδα. Κατά πόσους

τρόπους µπορεί να συµβεί αυτό, έτσι ώστε να υπάρχει τουλάχιστον µία γυναίκα στην

οµάδα·

6. Πόσες διαφορετικές επιτροπές µε 3 άνδρες και 4 γυναίκες µπορούν να σχηµατιστούν

από 8 άνδρες και 6 γυναίκες·

7. Κατά πόσους τρόπους µπορούν να χωριστούν 10 άνθρωποι σε δύο οµάδες από 7 και

3 ανθρώπους·

8. Υπολογίστε την πιθανότητα να εµφανιστούν 3 εξάρια σε 5 ϱίψεις ενός Ϲαριού.

9. Παίρνουµε τυχαία 3 αριθµούς χωρίς επανατοποθέτηση από ένα δοχείο που περιέχει

τους αριθµούς 1,2,...,20. Να ϐρεθεί η πιθανότητα των παρακάτω γεγονότων :

α) το άθροισµα τους να είναι 11

ϐ) το γινόµενό τους είναι άρτιο

γ) ο µικρότερος είναι 4 ή 5.
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