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Kef�laio 3

Anapar�stash periodik¸n shm�twn
me seirèc Fourier

3.1 Orismìc seir�c Fourier

H akìloujh seir� onom�zetai trigwnometrik 

∞∑
n=−∞

c(n)einω0t.

H gwniak  suqnìthta ω0 > 0 eÐnai stajer� kai oi migadikoÐ arijmoÐ c(n) eÐnai oi suntelestèc
tou anaptÔgmatoc. E�n h trigwnometrik  seir� sugklÐnei, to �jroisma ja eÐnai mia periodik 
sun�rthsh me perÐodo

T =
2π

ω0
.

TÐjetai kat� sunèpeia to er¸thma an gia dosmèno periodikì s ma f(t), me perÐodo T , up�rqei
trigwnometrik  seir� pou na sugklÐnei se autì. Se perÐptwsh pou up�rqei, ja onom�zetai seir�
Fourier. Oi suntelestèc thc seir�c dÐdontai apì th sqèsh

c(n) =
1
T

∫ T
2

−T
2

f(t)e−inω0tdt.

Oi suntelestèc prokÔptoun lamb�nontac upìyh thn orjogwniìthta twn kajar� migadik¸n ek-
jetik¸n shm�twn

1
T

∫ T
2

−T
2

e−inω0tdt = δ(n).

Sto kef�laio autì ja asqolhjoÔme apokleistik� me pragmatik� periodik� s mata kai ja
jèsoume

c(n) =
1
2
(a(n)− ib(n)),

opìte
c(−n) = c̄(n) =

1
2
(a(n) + ib(n)).
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Se aut  thn perÐptwsh mporoÔme na gr�youme

f(t) =
a(0)
2

+
∞∑

n=1

a(n) cos nω0t +
∞∑

n=1

b(n) sinnω0t.

Kat� sunèpeia ja eÐnai

a(n) =
2
T

∫ T
2

−T
2

f(t) cos nω0tdt,

b(n) =
2
T

∫ T
2

−T
2

f(t) sinnω0tdt.

Oi sunj kec Dirichlet exasfalÐzoun thn Ôparxh thc seir�c Fourier.

• To s ma eÐnai apìluta oloklhr¸simo se mia perÐodo,

∫ T
2

−T
2

|f(t)|dt < ∞.

• Se opoiod pote peperasmèno di�sthma, to s ma èqei peperasmènh metabol , dhlad  kat�
th di�rkeia miac periìdou to pl joc twn mègistwn kai twn el�qistwn tou s matoc eÐnai
peperasmèno.

• To pl joc twn asuneqei¸n tou s matoc kat� th di�rkeia miac periìdou eÐnai peperasmèno.
Epiplèon oi asunèqeiec, an up�rqoun, eÐnai peperasmènou eÔrouc.

Par�deigma 3.1.1. To s ma x(t) = 2 cos(10t + 1) − sin(4t − 1) eÐnai periodikì me perÐodo
T = π kai ω0 = 2 (Sq ma 3.1). Ja eÐnai

x(t) = ei(10t+1) + e−i(10t+1) +
i

2

(
ei(4t−1) − e−i(4t−1)

)
.

'Ara up�rqoun tèsseric ìroi sth seir� gia n = ±2 kai n = ±5. Epomènwc c(n) = 0, n 6=

−6 −4 −2 0 2 4 6

−3

−2

−1

0

1

2

3

t

2 cos(10 t+1)−sin(4 t−1)

Sq ma 3.1: To periodikì s ma tou ParadeÐgmatoc 3.1.1.
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Sq ma 3.2: MÐa perÐodoc tou s matoc tou ParadeÐgmatoc 3.1.2 (T = 4, T1 = 2).

±2,±5, kai

c(2) =
i

2
e−i =

1
2
(sin 1 + i cos 1) = 0, 42 + i0, 27 kai c(−2) = c̄(2)

c(5) = ei = cos 1 + i sin 1 = 0, 54 + i0, 84 kai c(−5) = c̄(5). ¤

Sthn perÐptwsh ìpou to s ma eÐnai �rtio, f(t) = f(−t), tìte ìloi oi suntelestèc eÐnai
pragmatikoÐ, dhlad  b(n) = 0, ∀n. En¸ sthn perÐptwsh pou to s ma eÐnai perittì, f(t) =
−f(−t), tìte ìloi oi suntelestèc eÐnai fantastikoÐ, dhlad  a(n) = 0,∀n.

Par�deigma 3.1.2. To s ma

x(t) =
{

1, |t| 6 T1
2

0, T1
2 < |t| 6 T

2

eÐnai �rtio kai parousi�zei dÔo peperasmènec asunèqeiec sth di�rkeia miac periìdou (Sq ma 3.2).
Oi suntelestèc thc seir�c ja eÐnai

a(0) =
2T1

T

a(n) =
2
T

∫ T1
2

−T1
2

cos
2nπt

T
dt = 2

∫ T1
2T

− T1
2T

cos 2nπτdτ =
2 sinnπ T1

T

nπ
, n 6= 0.

Oi suntelestèc dÐdontai sto Sq ma 3.3 gia dÔo diaforetikèc timèc tou lìgou T1/T .

Par�deigma 3.1.3. JewroÔme èna periodikì s ma me perÐodo T , ìpou to s ma sthn kÔria
perÐodo eÐnai

x(t) = 1− 2
|t|
T

, |t| 6 T

2
.

To s ma eÐnai �rtio, epomènwc ja èqoume

a(0) =
2
T

∫ T
2

−T
2

(
1− 2

|t|
T

)
dt = 1
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Sq ma 3.3: Oi suntelestèc Fourier c tou s matoc tou ParadeÐgmatoc 3.1.2 (gia T1/T = 0, 5
kai T1/T = 0, 25).

a(n) =
2
T

∫ T
2

−T
2

(
1− 2

|t|
T

)
cos

2nπt

T
dt =

4
T

∫ T
2

0

(
1− 2

t

T

)
cos

2nπt

T
dt

a(n) = 2
∫ 1

0
(1− τ)cosnπτdτ =

2
(nπ)2

(1− (−1)n).

Sto Sq ma 3.4 dÐdetai to s ma gia T = 2 kai oi suntelestèc Fourier c.
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Sq ma 3.4: MÐa perÐodoc tou s matoc tou ParadeÐgmatoc 3.1.3 kai oi suntelestèc Fourier c.

Par�deigma 3.1.4. JewroÔme èna periodikì s ma me perÐodo T , ìpou to s ma sthn kÔria
perÐodo eÐnai

x(t) = cos
πt

T
, |t| 6 T

2
.

To s ma eÐnai �rtio, epomènwc ja èqoume

a(n) =
2
T

∫ T
2

−T
2

cos
πt

T
cos

2nπt

T
dt =

2
π

∫ π
2

−π
2

cos τ cos 2nτdτ
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a(n) =
1
π

∫ π
2

−π
2

(cos(2n + 1)τ + cos(2n− 1)τ)dτ =
2
π

(
sin(2n + 1)π

2

2n + 1
+

sin(2n− 1)π
2

2n− 1

)

a(n) =
2
π

(
(−1)n

2n + 1
+

(−1)n−1

2n− 1

)
=

4(−1)n−1

(4n2 − 1)π
.

Sto Sq ma 3.5 dÐdetai to s ma gia T = 1 kai oi suntelestèc Fourier c.
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Sq ma 3.5: MÐa perÐodoc tou s matoc tou ParadeÐgmatoc 3.1.4 kai oi suntelestèc Fourier c.

Par�deigma 3.1.5. JewroÔme èna periodikì s ma me perÐodo T , ìpou to s ma sthn kÔria
perÐodo eÐnai

x(t) =
1− ρ2

1− 2ρ cos 2πt
T + ρ2

, |t| 6 T

2
, |ρ| < 1.

To s ma eÐnai �rtio, epomènwc ja èqoume c(n) = c(−n). UpologÐzoume gia n > 0

c(n) =
1
T

∫ T
2

−T
2

(1− ρ2)e−i2πn t
T

1− 2ρ cos 2πt
T + ρ2

dt.

Jètoume
z = e−i2π t

T ,

opìte to olokl rwma antistoiqeÐ se èna epikampÔlio migadikì olokl rwma epÐ tou monadiaÐou
kÔklou me for� arnhtik . 'Ara

c(n) =
1− ρ2

2πi

∫

|z|=1

zn−1dz

(1− ρz)(1− ρz−1)
=

1− ρ2

2πi

∫

|z|=1

zndz

(1− ρz)(z − ρ)
.

Gia thn eÔresh tou oloklhr¸matoc mporoÔme na efarmìsoume ton oloklhrwtikì tÔpo tou
Cauchy, afoÔ h sun�rthsh zn

1−ρz eÐnai analutik  sto eswterikì tou monadiaÐou kÔklou. Telik�,
lamb�nontac upìyh kai thn artiìthta tou s matoc, brÐskoume

c(n) = ρ|n|

Sto Sq ma 3.6 dÐdetai to s ma gia ρ = 0, 8 kai oi suntelestèc Fourier c.
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Sq ma 3.6: MÐa perÐodoc tou s matoc tou ParadeÐgmatoc 3.1.5 kai oi suntelestèc Fourier c.

Par�deigma 3.1.6. To s ma

x(t) = T
∞∑

k=−∞
δ(t− kT )

eÐnai periodikì me perÐodo T . MporeÐ epomènwc na parastajeÐ me mia seir� Fourier. Epeid  to
s ma eÐnai �rtio, oi suntelestèc ja eÐnai

c(n) =
∫ T

2

−T
2

δ(t)e
2nπt

T dt = 1.

'Ara mporoÔme na gr�youme

T
∞∑

k=−∞
δ(t− kT ) =

∞∑

k=−∞
ei2kπ t

T .

3.2 Idiìthtec seir�c Fourier

H anapar�stash enìc periodikoÔ s matoc me seir� Fourier èqei k�poiec shmantikèc kai qr simec
idiìthtec pou parousi�zontai sth sunèqeia.

Grammikìthta H anapar�stash enìc grammikoÔ sunduasmoÔ dÔo periodik¸n shm�twn pou
èqoun thn Ðdia jemeli¸dh perÐodo isoÔtai me ton Ðdio grammikì sunduasmì twn antÐstoiqwn
anaparast�sewn me seir� Fourier.

Qronik  metatìpish E�n c(n) eÐnai oi suntelestèc tou anaptÔgmatoc gia to periodikì s ma
f(t) me perÐodo T , tìte oi suntelestèc tou anaptÔgmatoc tou s matoc f(t− t0) eÐnai

e−inω0t0c(n), ω0 =
2π

T
.

Antistrof  tou qrìnou E�n c(n) eÐnai oi suntelestèc tou anaptÔgmatoc gia to periodikì
s ma f(t), tìte oi suntelestèc tou anaptÔgmatoc tou s matoc f(−t) eÐnai c(−n).
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Allag  thc klÐmakac tou qrìnou E�n all�xei h klÐmaka tou qrìnou oi suntelestèc tou
anaptÔgmatoc den all�zoun, all�zei ìmwc h perÐodoc kai h suqnìthta. To s ma f(αt)
ja èqei perÐodo T/α.

Periodik  sunèlixh Oi suntelestèc tou anaptÔgmatoc thc sunèlixhc kat� mÐa perÐodo dÔo
periodik¸n shm�twn pou èqoun thn Ðdia jemeli¸dh perÐodo isoÔntai me to ginìmeno twn
antÐstoiqwn suntelest¸n pollaplasiamèno me to T .

Ginìmeno Oi suntelestèc tou anaptÔgmatoc tou ginomènou dÔo periodik¸n shm�twn pou èqoun
thn Ðdia jemeli¸dh perÐodo prokÔptoun apì th sunèlixh twn dÔo antÐstoiqwn akolouji¸n
twn suntelest¸n Fourier.

Mèsh isqÔc H mèsh isqÔc tou s matoc prokÔptei wc to �jroisma thc isqÔoc twn sunistws¸n,

1
T

∫

T
x2(t)dt =

∞∑
n=−∞

|c(n)|2.

Prìkeitai gia th sqèsh tou Parseval gia suneq  periodik� s mata.

Par�deigma 3.2.1. To s ma

x(t) =
{

1, 0 < t 6 T
2

−1, −T
2 < t 6 0

eÐnai perittì kai orÐzei èna periodikì s ma me perÐodo T . To s ma autì prokÔptei wc h diafor�
dÔo shm�twn, ìpwc autì tou ParadeÐgmatoc 3.1.2. To pr¸to paÐrnei thn tim  2, èqei sqèsh
T1/T = 0, 5 kai kajustèrhsh T1/2, dhlad 

x1(t) =
{

2, 0 6 t < T
2

0 −T
2 6 t < 0

Epomènwc oi suntelestèc ja eÐnai
c1(0) = 1,

c1(n) = 2e−i nπ
2

sin nπ
2

nπ
= −2i

sin2 nπ
2

nπ
, n 6= 0.

Oi suntelestèc tou deutèrou (x2(t) = 1) eÐnai mhdèn gia n 6= 0 kai c2(0) = 1. Opìte

b(n) =
{

0, n = 2k
4

nπ , n = 2k + 1

Sto Sq ma 3.7 dÐdetai to s ma gia T = 2 kai ta mètra twn suntelest¸n Fourier |c|.

Par�deigma 3.2.2. Ja efarmìsoume th sqèsh tou Parseval gia thn eÔresh thc mèshc isqÔoc
tou periodikoÔ s matoc tou ParadeÐgmatoc 3.1.5.

P∞ =
1
T

∫ T
2

−T
2

x2(t)dt =
∞∑

n=−∞
ρ2|n|

P∞ =
0∑

n=−∞
ρ−2n +

∞∑

n=0

ρ2n − 1 = 2
∞∑

n=0

ρ2n − 1 =
2

1− ρ2
− 1 =

1 + ρ2

1− ρ2
.
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Sq ma 3.7: MÐa perÐodoc tou s matoc tou ParadeÐgmatoc 3.2.1 kai oi suntelestèc Fourier |c|.

31



Τέλος Ενότητας



Χρηματοδότηση
•Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού 
έργου του διδάσκοντα.

•Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Κρήτης» έχει 
χρηματοδοτήσει μόνο τη αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.

•Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους.



Σημειώματα



Σημείωμα αδειοδότησης
• Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons 

Αναφορά Δημιουργού - Μη Εμπορική Χρήση - Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή 
μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση.   Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. 
φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία 
αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων».

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

•Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση:
–που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του έργου, για το διανομέα του 
έργου και αδειοδόχο
–που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση στο έργο
–που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος (π.χ. διαφημίσεις) 
από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο

•Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το 
έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί.
.



Σημείωμα Αναφοράς

Copyright Πανεπιστήμιο Κρήτης, Γιώργος Τζιρίτας. «Εφαρμοσμένα 
Μαθηματικά για Μηχανικούς. Σημειώσεις: Αναπαράσταση Περιοδικών 
Σημάτων με Σειρές Fourier». Έκδοση: 1.0. Ηράκλειο/Ρέθυμνο 2015. 
Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: http://www.csd.uoc.gr/~hy215/ 


