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Αθροισµα
�

ηµιτονοειδ �ων �ορων
Η σχ �εση �����	��
����������������� � ����� �"! ��#	$&%"'

δηλ �ωνει �οτι �οταν προσθ �ετουµε ηµιτονοειδ �η σ �ηµατα που σχετ �ιζονται αρµονικ �α, δηλ. που περι �εχουν
συχν �οτητες οι οπο �ιες ε �ιναι ακ �εραια πολλαπλ �ασια µιας θεµελι �ωδους (βασικ �ης) συχν �οτητας ( �*) προκ �υπτει�ενα σ �ηµα περιοδικ �ο µε περ �ιοδο: + �,
.-( � �0/ �21
που δεν περιγρ �αφεται �οµως �οπως προηγουµ �ενως ως �ενα απλ �ο ηµ �ιτονο, αλλ �α ως �ενα �αθροισµα ηµιτονοειδ �ων�ορων.
Παρ �αδειγµα: Εστω: � � �3�	�4
 5 �76�8:9 �0;=<>;=?*?=�	�� � �3�	�4
 5 � 6�8:9 �0;=<A@*?*?=�	�
τ �οτε το σ �ηµα B � ���	�C
� � ���	�>�D� � ���	�
θα ε �ιναι περιοδικ �ο µε περ �ιοδο

+ � 
 -;=?*? / �21 (Σχ. 1). Πρ �αγµατι τα σ �ηµατα � � ���	� και � � ���	� �εχουν συχν �οτητες( � 
E;=?*?GFIH και ( � 
J@:?K?GFLH αντ �ιστοιχα, που ε �ιναι αρµονικ �α συσχετισµ �ενες, δηλ. ε �ιναι ακ �εραια
πολλαπλ �ασια µιας βασικ �ης συχν �οτητας: ( � 
 - ( �*) ( � 
M; ( �K) �οπου ( �N
O;=?K?CFIHQP Αν στα παραπ �ανω
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RTSVUKWYX"Z -K[]\�^`_ a�bdc�\feg_ hQ\jik_ h*bYlm\fen_ hQ\jo�_�bpc�\feg_YqrbYlm\fen_
σ �ηµατα προσθ �εσουµε το σ �ηµα �ps*�3�	�G
t5�s 6�8:9 �0;=<>u=?K?K�	� τ �οτε το σ �ηµα

B � �3�	�C
 B � ���	�Y�I�ds&���	� θα ε �ιναι περιοδικ �ο
µε περ �ιοδο

+ � 
 -- ?K? / �`1 (Σχ. 2) επειδ �η η συχν �οτητα ( � 
 - ?K?GFLH ε �ιναι τ �ωρα η µ �εγιστη συχν �οτητα που
διαιρε �ι ακ �εραια �ολες τις συχν �οτητες των σηµ �ατων που προσθ �εσαµε. Σηµει �ωστε �οτι η συχν �οτητα ( ��
 - ?K?GFIH
ε �ιναι ο Μ �εγιστος Κοιν �ος ∆ιαιρ �ετης (ΜΚ∆) �ολων των συχνοτ �ητων που προσθ �εσαµε. Οταν οι συχν �οτητες( �2v ( � vxwxwmwxv ( � των σηµ �ατων που προσθ �ετουµε δεν σχετ �ιζονται αρµονικ �α, τ �οτε το �αθροισµ �α τους δεν ε �ιναι
πλ �εον �ενα περιοδικ �ο σ �ηµα.
Ας δο �υµε το φασµατικ �ο περιεχ �οµενο των σηµ �ατων που µ �ολις αναφ �εραµεB � ���	�G
y5 �76x8*9 �z;{<>;=?*?=�	�|�}5 � 6x8*9 �z;{<A@:?K?=�	�A�}5,s 6�8*9 �0;{<>uK?K?K�	�

-
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�οπου αυθα �ιρετα διαλ �εγουµε [ 5 ��� 5 � � 5�sKP

Χρησιµοποι �ωντας την αντ �ιστροφη σχ �εση � WY�VZxX ) το σ �ηµα
B � ���	� γρ �αφεται ως [B � ���	�G
 5 �; � � � � !=� �"� % � �K� � � !K� �"� % ��� 5 �; � � � �"!{� �"� % � �*� � �"!{� � � % �>� 5 s; � � � �"!=� � � % � �*� � �"!=� � � %

και το φ �ασµα πλ �ατους φα �ινεται στο σχ �ηµα 3 P
Σηµει �ωστε �οτι το φ �ασµα φ �ασης ε �ιναι για κ �αθε συχν �οτητα µηδενικ �ο. Αν χρησιµοποι �ησουµε µη µηδενικ �ες
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RTS�U*WYX Z�� [ Φ �ασµα πλ �ατους του � l \feg_ a
φ �ασεις π.χ. � � 
 -*� u=< v � � 
t? � � < και � s 
�� -K�V- < αντ �ιστοιχα για τα σ �ηµατα � � ���	� v � � ���	� και � s �3�	��) τ �οτε το
ν �εο σ �ηµα ) B s �3�	��) που θα προκ �υψει απ �ο την πρ �οσθεσ �η τους θα ε �ιναι επ �ισης περιοδικ �ο µε περ �ιοδο

+ ��
 -2�&- ?K?C/ �21
αλλ �α θα διαφ �ερει πολ �υ στο χρ �ονο απ �ο το σ �ηµα

B � �3�	��P Πρ �αγµατι, στο σχ �ηµα 4 �3�*� �εχουµε σχεδι �ασει το σ �ηµαB � ���	� �οπου τα σ �ηµατα � � )7� � ) και � s �εχουν µηδενικ �ες φ �ασεις, και στο σχ �ηµα 4 ���d� �εχουµε σχεδι �ασει το
σ �ηµα

B s ���	� �οπου τα σ �ηµατα � � )p� � ) και � s �εχουν ΜΗ µηδενικ �ες φ �ασεις. Παρατηρε �ιστε π �οσο διαφορετικ �α
ε �ιναι στο χρ �ονο, αν και �εχουν το �ιδιο φ �ασµα πλ �ατους. Εποµ �ενως, η φ �αση εν �ος σ �ηµατος ειναι �αρρηκτα δεµ �ενη
µε τη χρονικ �η δοµ �η εν �ος σ �ηµατος.

;
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∆ιαµ �ορφωση συχν �οτητας �����|�]��� ��¡£¢¥¤§¦©¨«ªN� ¬`¯®�°�¨�¡ ±k�y¦³²
Μ �εχρι τ �ωρα βλ �επαµε σ �ηµατα που οι συχν �οτητ �ες τους �ηταν χρονικ �α αµετ �αβλητες. Σε αυτ �η τη παρ �αγραφο θα
δο �υµε σ �ηµατα των οπο �ιων η συχν �οτητα µεταβ �αλλεται γραµµικ �α ως προς το χρ �ονο. Τα σ �ηµατα αυτ �α λ �εγονται
σ �ηµατα σειρ �ηνας � 6µ´ SVX ¶ 9 SVUK· � � 9 � και ε �ιναι µια ειδικ �η κατηγορ �ια σηµ �ατων διαµορφωµ �ενων κατ �α συχν �οτητα.
Υπενθυµ �ιζουµε τους �ορους φ �αση και φ �αση µετατ �οπισης. Σε �ενα σ �ηµα

���3�	�C
y5 6�8*9 �0;{< ( �x�|� � �
το �ορισµα του συνηµιτ �ονου ¸ �3�	�¯
¹;{< ( � ��� � ) ονοµ �αζεται φ �αση του σ �ηµατος �����	��) εν �ω � ) ονοµ �αζεται η

φ �αση µετατ �οπισης.
Ονοµ �αζουµε στιγµια �ια συχν �οτητα: ({º ���	�G
 -;{<¼» ¸ ���	�» �Εποµ �ενως το σ �ηµα �T���	��) �εχει σταθερ �η στιγµια �ια συχν �οτητα:

({º ���	�C
 -;{<«» ¸ ���	�» � ( �
Για γραµµικ �α ως πρ �ος το χρ �ονο µεταβαλλ �οµενη συχν �οτητα το πολυ �ωνυµο της φ �ασης θα πρ �επει να ε �ιναι

δευτ �ερου βαθµο �υ: ½ ���	�C
y;{<A¾�� � ��;{< ( �A�>� �
�οπου ¾ ονοµ �αζεται σταθερ �α διαµ �ορφωσης. Οπ �οτε

»
½ ���	�
» � 
@*<A¾¿�|��;{< ( �

Σε κ �αθε χρονικ �η στιγµ �η )Y� º ) η στιγµια �ια συχν �οτητα θα µεταβ �αλλεται γραµµικ �α:

( º ���	�G
 -;{< � »
½ ���	�
» � �G
y;=¾��A� ( � � - �

Παρ �αδειγµα: Θ �ελουµε να δηµιουργ �ησουµε �ενα σ �ηµα σειρ �ηνας, του οπο �ιου η στιγµια �ια συχν �οτητα να
µεταβ �αλλεται απ �ο ( � 
y;K?K?GFLH σε ( � 
y; � ?K?GFIH σε χρ �ονο

+ 
 � / �21 P
�



Η στιγµια �ια συχν �οτητα ε �ιναι: ( º ���	�4
 ( ;�� ( -+ �>� ( �
 À{?*?=�A�};K?K?
Η φ �αση του σ �ηµατος θα δ �ινεται απ �ο το ολοκλ �ηρωµα:½ �3�	�Á
 Â %� ;{< ( º �3Ã7� » Ã
 ;=< � u=?G� � ��;{<Ä;K?K?=�7� � �
�οπου το � � ε �ιναι τυχα �ια σταθερ �α.

Οταν το φασµατικ �ο περιεχ �οµενο (πλ �ατη, φ �ασεις, συχν �οτητες) των σηµ �ατων που αναλ �υουµε δεν µεταβ �αλλεται
µε το χρ �ονο το φ �ασµα πλ �ατους και φ �ασης αρκε �ι για να περιγρ �αψει τα σ �ηµατα. Μια τ �ετοια παρ �ασταση δεν
αρκε �ι για τα σ �ηµατα που εξετ �αζουµε εδ �ω. Για τ �ετοιου ε �ιδους σ �ηµατα χρησιµοποιο �υµε µια παρ �ασταση
που λ �εγεται: Χρ �ονου−Συχν �οτητας �3Å SVÆ�Z�ÇnRYX"ZmÈ:WYZx· 6�É � �οπου µπορε �ι ε �υκολα να παρουσιασθε �ι η αλλαγ �η της
συχν �οτητας ως προς το χρ �ονο. Σε αυτ �ην την παρ �ασταση ο χρ �ονος ε �ιναι ο οριζ �οντιος �αξονας και η συχν �οτητα
ο κατακ �ορυφος �αξονας. Η κατανοµ �η της εν �εργειας ( �η της ισχ �υος) του σ �ηµατος αναπαριστ �αται σε �εναν τρ �ιτο�αξονα κ �αθετο προς αυτο �υς του χρ �ονου και της συχν �οτητας. Συν �ηθως �οµως χρησιµοποιο �υµε χρ �ωµατα για την
αναπαρ �ασταση της εν �εργειας �εχοντας αντιστοιχ �ησει το µα �υρο χρ �ωµα σε χαµηλ �η εν �εργεια εν �ω το κ �οκκινο σε
υψηλ �η εν �εργεια. �Ενα παρ �αδειγµα αναπαρ �αστασης Χρ �ονου−Συχν �οτητας δ �ιδεται στο σχ �ηµα 5. Αναπαριστ �α
το σ �ηµα σειρ �ηνας που µ �ολις δηµιουργ �ησαµε. Στο σχ �ηµα 6 �εχουµε σχεδι �ασει τα πρ �ωτα δε �ιγµατα του σ �ηµατος
αυτο �υ στο χρ �ονο. Παρατηρ �ηστε πως αλλ �αζει η συχν �οτητα του σ �ηµατος µε την π �αροδο του χρ �ονου. Για

Time

F
re

qu
en

cy

0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

RTSVUKWYX"Z u [ Αναπαρ �ασταση Χρ �ονου−Συχν �οτητας για �ενα σ �ηµα σειρ �ηνας µε αρχικ �η συχν �οτητα ÊxË`Ë>Ì«Í τελικ �η ÊmÎ`ËmË�Ì«Í a
∆ι �αρκεια: Î`Ï�Ð�ÑxÒ
σ �υγκριση, δ �ινουµε στο σχ �ηµα 7 �ενα ηµιτονοειδ �ες σ �ηµα δι �αρκειας

� 9 Z 6 µε σταθερ �η συχν �οτητα
� ?*?K?KFLHQP
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Σ �ηµατα και Ν �οτες
Ενα σ �ηµα το οπο �ιο µας ε �ιναι πολ �υ οικε �ιο και �οπου οι συχν �οτητες του σ �ηµατος αλλ �αζουν ως συν �αρτηση του
χρ �ονου ε �ιναι η µουσικ �η. Οι ν �οτες δεν ε �ιναι παρ �α ηµ �ιτονα κ �αποιας συχν �οτητας. Για παρ �αδειγµα η ν �οτα ΛΑ
της τ �εταρτης οκτ �αβας ε �ιναι �ενα ηµ �ιτονο µε συχν �οτητα @K@:?KFIH εν �ω το ΝΤΟ της �ιδιας οκτ �αβας �εχει συχν �οτητα; Ó ;¥FIHdP Μια οκτ �αβα περι �εχει 12 ν �οτες: Ντο Ντο# Ρε Ρε# Μι Φα Φα# Σολ Σολ# Λα Λα# Σι, �οπου # σηµα �ινει
δ �ιεση. Ο λ �ογος της συχν �οτητας µιας ν �οτας προς τη συχν �οτητα της αµ �εσως προηγο �υµενης ε �ιναι σταθερ �ος και�ισος µε Ô P Για παρ �αδειγµα: ( � %3Õ Ö( � %3Õ 
 (=× º({ØQÙ Ö Ô
Επ �ισης η πρ �ωτη ν �οτα µιας οκτ �αβας, µε την πρ �ωτη ν �οτα της εποµ �ενης οκτ �αβας �εχουν λ �ογο �ισο µε 2. ∆ηλαδ �η

ε �ιναι αρµονικ �ες. Ας παραστ �ησουµε τις ν �οτες µιας οκτ �αβας µε: Ú � v Ú � vmwxwmwxv Ú � � και την πρ �ωτη ν �οτα της
επ �οµενης οκτ �αβας µε Ú � s*P Τ �οτε µε �οσα ε �ιπαµε:Ú �Ú � 
 Ô v Ú sÚ � 
 Ô v>wxwxw Ú � sÚ � � 
 ÔÜÛ Ú � sÚ � Ô � �
Οµως απ �ο τα παραπ �ανω ξ �ερουµε �οτι: Ú � s 
y; Ú � P Εποµ �ενως:

Ô � � 
Ý; ÛÞÔ 
Ý; � ßµ� � ÛÞÔÄà -K� ?*uKá*u
Γνωρ �ιζοντας την τιµ �η του Ô µπορο �υµε να βρο �υµε τη συχν �οτητα σε â,ã που αντιστοιχε �ι σε κ �αθε ν �οτα αν�εχουµε µ �ια ν �οτα ως αναφορ �α. Στη µουσικ �η αυτ �η η ν �οτα ε �ιναι η Λα της @*ä�å οκτ �αβας που αντιστοιχε �ι στη

συχν �οτητα @K@:?GFIHdP Το πι �ανο �εχει συνολικ �α 88 πλ �ηκτρα και η ν �οτα αναφορ �ας, Λα, ε �ιναι το 49 πλ �ηκτρο, εν �ω
η ν �οτα Ντο της �ιδιας οκτ �αβας ε �ιναι το πλ �ηκτρο 40. Γνωρ �ιζοντας τη συχν �οτητα αναφορ �ας, η ν �οτα Ντο της @:ä�å
οκτ �αβας θα �εχει συχν �οτητα: ( �]æpç 
 (2èYé ;&ê � � � �"ë"ì ß�� � à ; Ó ;=FLH
Στο σχ �ηµα 8 φα �ινονται τα πλ �ηκτρα απ �ο το Ντο της

� ä�å οκτ �αβας (πλ �ηκτρο 28) µ �εχρι το Σολ της
Ó ä�å οκτ �αβας

(πλ �ηκτρο 71). Εποµ �ενως, για να βρο �υµε τη συχν �οτητα µιας ν �οτας µε αριθµ �ο πλ �ηκτρου í δεν �εχουµε παρ �α
να εφαρµ �οσουµε τη σχ �εση: ({î 
 ( èYé ;&ê î � �"ë"ì ß�� � �z;K�
�οπου ( èYé 
@K@:?GFIHdP

Στο σχ �ηµα 8 εµφαν �ιζονται επ �ισης οι αξ �ιες µιας ν �οτας. Αυτ �ες καθορ �ιζουν τη δι �αρκεια του �ηχου. Για
παρ �αδειγµα, αν εµε �ις θελ �ησουµε κ �αθε τ �εταρτο ν �οτας (1/4) να ε �ιναι δι �αρκειας

Ó ?K?¥ïr/ �`1 ) τ �οτε η ολ �οκληρη
ν �οτα θα ε �ιναι @«ð Ó ?K?�
Ý;{@*?*?¥ïr/ �21 και κ �αθε �ογδοο (1/8) θα ε �ιναι:

Ó ?*? � ;¿
 � ?K?Gï£/ �21 �
Το σχ �ηµα 9 δε �ιχνει την αναπαρ �ασταση Χρ �ονου−Συχν �οτητας για τις ν �οτες: Ντο, Ρε, Μι, Φα, Σολ, Λα, Σι, της@ ä�å οκτ �αβας, κ �αθε ν �οτα �εχει αξ �ια 1/4 και δι �αρκεια

Ó ?K?Kï£/ �21 �

Ó
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Σειρ �ες ��¨�� �|°����
Εχουµε δει �οτι: �T���	�C
 - ?,��u 6�8:9 �0;{< - ?=�|�ô< � � � � � �
γρ �αφεται ως [ �T���	�C
 - ?,� u; � �:õ ö � � � ! � � % � u; �*� �:õ ö �*� � �"! � � % �3@:�
χρησιµοποι �ωντας τη σχ �εση του � WY��ZmX [ 1x÷ /*� ¸ �C
 � �"ø � � � �"ø;
Το ���3�	� ε �ιναι περιοδικ �ο µε περ �ιοδο

+ � 
 -( � 
 -- ? / �21 � Αν θ �εσουµε ���£
 - ? και � � 
ùu � �*õ ö ) τ �οτε η

εξ �ισωση 4 γρ �αφεται ως: ���3�	�C
ú����� � �; � �:ûzõü $ % � �Üý�; � � �kû0õü $ % �zuK�
�οπου � ý� ε �ιναι ο συζυγ �ης του � � P Σκοπ �ος µας ε �ιναι να βρο �υµε µια σχ �εση που συνδ �εει τα µιγαδικ �α πλ �ατη� � και � � µε το σ �ηµα �����	��P

Πολλαπλασι �αζουµε και τα δ �υο µ �ελη της εξ �ισωσης (5) µε � � �kû0õü $ % ) και ολοκληρ �ωνουµε και τα δ �υο µ �ελη σε
δι �αστηµα µιας περι �οδου,

+ � [
Â æ $� �����	� � � �Yû0õü $ % » �Á
 ���TÂ æ $� � � �:ûzõü $ % » �þ ÿ�� �� � � �; Â æ $� � �&ûzõü $ % � � �&û0õü $ % » �þ ÿ�� �æ $

� �Üý�; Â æ $� � � �:ûzõü $ % � � �&ûzõü $ % » �þ ÿ�� ��
 � �; + �
� Ó �

Οπ �οτε: � ;+ � Â æ $� ���3�	� � � �kû0õü $ % » � � À=�
Στην εξ �ισωση (6) κ �αναµε χρ �ηση της σχ �εσης ορθογωνι �οτητας:

Â æ $� � � ûzõü $ ê � � � ì % � + � αν � 
��? αν �	�
�� � �
Για τον υπολογισµ �ο του ��� απλ �α ολοκληρ �ωνουµε το σ �ηµα σε δι �αστηµα µιας περι �οδου [

Â æ $� �����	� » �Á
 � �TÂ æ $� » �þ ÿ�� �æ $
� �; Â æ $� � � ûzõü $ % » �þ ÿ
� �� � � ý�; Â æ $� � � � ûzõü $ % » �þ ÿ�� ��
 � � + � �0á*�

Εποµ �ενως: ����
 -+ � Â æ $� �����	� » � � - ?*�
δηλαδ �η το ��� ε �ιναι �ισο µε τη µ �εση τιµ �η του σ �ηµατος στη δι �αρκεια µιας περι �οδου,

+ �=P
Αν γρ �αψουµε το αρχικ �ο σ �ηµα (εξ �ισωση (3)) σε µια πιο γενικ �η µορφ �η�T���	�Á
 5¯���}5 � 6�8*9 �0;{< ( �x�>� � � ��T���	�Á
 5¯��� 5 �; �x������ � ûzõü $ % � 5 �; � � ������ � � ûzõü $ % � -*-
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τ �οτε: 5 ��� ���  
 � � 
 ;+ � Â æ $� �T���	� � � � ûzõü $ % » � και5 � 
 � � 
 -+ � Â æ $� �T���	� » �
� - ;K�

�οπου 5 � 
 - ? v 5 � 
Ýu v � � 
 < � P
Ας δο �υµε τ �ωρα τι θα υπολογ �ιζαµε ως πλ �ατος σε µια συχν �οτητα που δεν υπ �αρχει στο σ �ηµα �T���	��P Για

παρ �αδειγµα, στη συχν �οτητα: (�� 
Ý; ( � 
Ý; -+ � [
� � 
 ;+ � Â æ $� �����	� � � � �Yûzõü $ % » �
 ;+ ��� 5¯�TÂ æ $� � � � � ûzõü $ % » �|� 5 �; �x���� Â æ $� � � û0õü $ % � � � � û0õü $ % » �>� 5¿ý�; � � ���� Â æ $� � � � ûzõü $ % � � � � ûzõü $ % » ���
 ;+ ��� 5¯��Â æ $� � � � � ûzõü $ % » �þ ÿ�� �� � 5 �; �x���� Â æ $� � � � � ûzõü $ % » �þ ÿ�� �� � 5�ý�; � � ���� Â æ $� � � � s ûzõü $ % » �þ ÿ�� �� �
 ?

� - � �

Συµπ �ερασµα:� Αν µια συχν �οτητα ( � υπ �αρχει στο σ �ηµα ���3�	��) τ �οτε η σχ �εση:

5 �x�x���� 
� � 
 ;+ � Â æ $� ���3�	� � � � �"! #  % » � �
y? � - @:�
δ �ινει το πλ �ατος 5 � και τη φ �αση � � του σ �ηµατος στη συχν �οτητα ( � P� Αν, αντ �ιθετα, η συχν �οτητα ( � δεν υπ �αρχει στο σ �ηµα �����	��) τ �οτε:

5 � �x���� 
 ;+ � Â æ $� �T���	� � � � � ! #  % » �G
? � - uK�
Τ �ωρα µπορο �υµε να γενικε �υσουµε τα παραπ �ανω:
Ενα περιοδικ �ο σ �ηµα ���3�	� µε περ �ιοδο

+ � µπορε �ι να αναπτυχθε �ι σε �αθροισµα �©�ορων ( �οπου � µπορε �ι να
ε �ιναι απερι �οριστα µεγ �αλο (π.χ. � )):

���3�	�C
5 � � ������� 5 ��6�8:9 � � ;{<+ � �|� � � � � - Ó �
�οπου: 5 �=� ����� 
 ;+ � Â æ $� ���3�	� � � � � ;=<+ � � » �5¯� 
 -+ � Â æ $� ���3�	� » �

� - À=�

Η σχ �εση (16) ονοµ �αζεται αν �απτυγµα σε σειρ �α Ú ÷ Ã Ô�� � Ôr�η Σ �υνθεση Ú ÷ Ã Ô�� � Ô , εν �ω οι σχ �εσεις (17) ονοµ �αζονται
Αν �αλυση Ú ÷ Ã Ô�� � Ô .
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Παρ �αδειγµα: Θ �ελουµε να αναπτ �υξουµε σε σειρ �α Ú ÷ Ã Ô�� � Ô το περιοδικ �ο σ �ηµα

�����	��
 � - ?! }� � + � � ;� - + � � ;" }� � + � � -`�
�οπου

+ � ε �ιναι η περ �ιοδος του σ �ηµατος. Γραφικ �α το σ �ηµα �T���	� φα �ινεται στο σχ �ηµα 10.
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RTS�U*WYX Z - ? [ Το περιοδικ �ο σ �ηµα της Εξ �ισωσης (18) a
����
 -+ � Â æ $� �T���	� » �C
 -+ � Â æ $ ß �� » ��� -+ � Â æ $æ $"ß � » �C
t?

� ;+ � Â æ $µß �� - � � � � ;{<+ � �
» �|� ;+ � Â æ $æ $ ß �

�g� - � � � � �
;=<+ � �

» �;+ � -�$# � ;{<+ � � � � � ;=<+ � �&%%%%% + � � ;? � ;+ � -�$# � ;{<+ � � � � � ;{<+ � �'%%%%% + �+ � � ;-#*< � � - � � � � ! � �|� -#*< � � - � � � � ! � �;#*< � � - � � � � ! � �
�οµως: � � � ! � 
 � � - � 
)( - v ( � v (�u vmwxwmw (δηλ. περιττο �υς)- � 
t? v (�; v (�@ vmwxwmw (δηλ. �αρτιους)

Εποµ �ενως:

� 
+*, - @#*< � για � 
)( - v ( � v (�u vxwmwxw? για �t�αρτια�η [ � *., .- @< � � � � < ; για � 
/( - v ( � v (�u vxwxwmw? για ��αρτια

Απ �ο το παραπ �ανω αποτ �ελεσµα προκ �υπτει �οτι:5 � 
 @K<0 � 0 για � περιττ �α
� � 
 � � < � ; �21 ? και περιττ �α� < � ;]�D<L
ú< � ; � � ? και περιττ �α

- ?



Αν για παρ �αδειγµα
+ � 
E? � ?K@�/ �`1 � τ �οτε ( � 
 ;Ku¥FIH . ∆ηλαδ �η το φ �ασµα συχνοτ �ητων θα περι �εχει µη

µηδενικο �υς �ορους στις συχν �οτητες: (�;KuKFIH v ( v ÀKu=FIH v ( - ;Ku{FIH v κ.λ.π. Το φ �ασµα πλ �ατους και φ �ασης δ �ινονται
στα σχ �ηµατα 11 και 12 P Εποµ �ενως το ���3�	� µπορε �ι να γραφτε �ι ως:

25 75 125-25-75-125 f(Hz)

0

o o oo o o

R�SVUKWQX Z -K-*[ Φ �ασµα πλ �ατους a

-25-75-125 f(Hz)

o o oo o o
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R�SVUKWQX Z - ; [ Φ �ασµα φ �ασης a
�����	�©
 ���4365���� � � 3 � @< � � � � < ; �x� �87 $ %"'


 365���� � � 3 � @< � 6�8:9 � �:9 � ��� < ; �365���� � � 3 � @< � 9 S�· � �;9 �m�	�@< � 9 SV· � 9 �x�	�>�M-� 9 SV· � � 9 ���	�>�M-u 9 S�· �zu 9 �m�	�|� wmwxw
�οπου � σηµα �ινει πραγµατικ �ο µ �ερος, 9 � 
y;{< � + � και �>
? v - v ; v � vmwxwxw

Στο σχ �ηµα 13 εµφαν �ιζουµε στο π �ανω µ �ερος την προσ �εγγιση του σ �ηµατος χρησιµοποι �ωντας � 
 �
µ �ονο�ορους απ �ο το παραπ �ανω �αθροισµα. Στο κ �ατω µ �ερος του �ιδιου σχ �ηµατος σχεδι �ασαµε το προσεγγιστικ �ο

σ �ηµα χρησιµοποι �ωντας � 
 - ? �ορους. Ε �ιναι φανερ �ο �οτι �οσο µεγαλ �ωνουµε τον αριθµ �ο των �ορων που
χρησιµοποιο �υµε στη σειρ �α Ú ÷ Ã Ô�� � Ô τ �οσο πιο µικρ �ο θα ε �ιναι το λ �αθος προσ �εγγισης. Επ �ισης παρατηρο �υµε �οτι
το προσεγγιστικ �ο σ �ηµα ταλαντ �ωνεται γ �υρω απ �ο τις τιµ �ες - v � - . Αν και το πλ �ατος αυτ �ων των ταλαντ �ωσεων
µικρα �ινουν καθ �ως ο αριθµ �ος των �ορων στη σειρ �α Ú ÷ Ã Ô�� � Ô µεγαλ �ωνει, ποτ �ε δεν θα εξαφανιστο �υν. Αυτ �ο το
φαιν �οµενο το µελ �ετησε ο <=�?>
> / το 1899, και για το λ �ογο αυτ �ο το φαιν �οµενο ονοµ �αζεται φαιν �οµενο <=�?>
> / .
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(b) N = 10RTSVUKWYX"Z - � [ Π �ανω: �αθροισµα 3 �ορων της σειρ �ας @BADC:EGF3Ð�E . Κ �ατω: �αθροισµα 10 �ορων της σειρ �ας @BAGC:EDF3Ð�E . Παρατηρε �ιστε

το φαιν �οµενο H'FJIKI�Ï a
Αρτιο και περιττ �ο µ �ερος σ �ηµατος

Ενα σ �ηµα ονοµ �αζεται �αρτιο, �οταν: �����	��
�T�g� �	�MLp�
εν �ω ονοµ �αζεται περιττ �ο �οταν �T���	�C
�� ���	� �	�!L7�
Εστω �T���	�C
y5¯���N365������ 5 � 6x8*9 � �;9 �m�|� � �
το αν �απτυγµα σε Ú ÷ Ã Ô�� � Ô του σ �ηµατος ���3�	� το οπο �ιο γρ �αφεται ισοδ �υναµα ως:

���3�	�C
5,������� 3�5������ 5 �K�������2�x� �87:$"% ' � - á*�
Αν στην παραπ �ανω εξ �ισωση το � αντικατασταθε �ι µε � � �εχουµε:

�T�g� �	�C
y5¯��������365������ 5 �{�x�����{� � � �87:$	%"' �0;K?*�
Προσθ �ετωντας τις εξισ �ωσεις (19) και (20) και χρησιµοποι �ωντας την εξ �ισωση του O ÃP� � Ô , πα �ιρνουµε:

���3�	�>�D���g� �	��
y;K5¯����;K����365������ 5 �{�x����� 6x8*9 � �;9 �`�	� ' �0; -
Αν ���3�	� ε �ιναι �αρτια συν �αρτηση, δηλ. ���3�	�C
t���g� �	� , τ �οτε η εξ �ισωση (21) γρ �αφεται:;=���3�	�Á
 ;K5¯����;K����Q 365����� 5 �{� ��� � 6�8:9 � �:9 �x�	� '�T���	� 
 5,��� 365������ 5 � 6�8:9 � � � � 6�8*9 � �;9 �x�	� �0;*;K�

- ;



Παρατηρο �υµε �οτι αν ���	� �	��
 � �T���	� , δηλαδ �η αν το σ �ηµα �ηταν περιττ �ο, τ �οτε το �αθροισµα στην εξ �ισωση (21)
θα �ηταν µηδ �εν. Απ �ο τα παραπ �ανω συµπερα �ινουµε �οτι �οταν το σ �ηµα ���3�	� ε �ιναι �αρτιο, τ �οτε περι �εχει µ �ονο
συνηµιτονοειδ �ης �ορους (Εξ �ισωση (21)). Αντ �ιθετα, �ενα περιττ �ο σ �ηµα δεν περι �εχει συνηµιτονοειδ �ης �ορους.
Αν αντ �ι να προσθ �εσουµε τις Εξισ �ωσεις (19) και (20) τις αφαιρ �εσουµε, θα προκ �υψει:

�T���	�G� �T�g� �	�4
 ��� 3�5������ 5 �{�x����� � �x� �87 $ % � � � � �87 $ % '

 ����3�5������ 5 �{� ����� ;G# 9 S�· � �;9 �m�	� '

 �,;R365������ 5 �T9 SV· � � � � 9 SV· � �:9 � �	�

�0; � �

Αν ���3�	� ε �ιναι περιττ �ο σ �ηµα, τ �οτε: ���	� �	�C
¹� �T���	� και η Εξ �ισωση (23) γρ �αφεται ως:

;{�T���	�Á
 �,;R365������ 5 � 9 S�· � � � � 9 SV· � �:9 �x�	�
���3�	� 
 � 365������ 5 � 9 SV· � � � � 9 SV· � �;9 �x�	� �0;=@:�

Συµπ �ερασµα:
Ενα �αρτιο σ �ηµα περι �εχει µ �ονο συνηµιτονοειδ �η �ορους (Εξ �ισωση (22)), εν �ω �ενα περιττ �ο σ �ηµα �εχει µ �ονο
ηµιτονοειδ �η �ορους (Εξ �ισωση (24)).

Κ �αθε πραγµατικ �ο σ �ηµα �T���	� µπορε �ι να γραφτε �ι ως:;=�����	�4
 ���3�	�>�D���g� �	���ô�T���	�¥�Ü���	� �	� Û�T���	� 
 ���3�	�>�D���g� �	�;þ ÿ�� �S�T ê % ì � ���3�	���Ü���g� �	�;þ ÿ�� �S õ ê % ì�οπου ��U>�3�	� δηλ �ωνει το �αρτιο µ �ερος εν �ος σ �ηµατος και � ! �3�	� δηλ �ωνει το περιττ �ο µ �ερος εν �ος σ �ηµατος.
Εποµ �ενως κ �αθε πραγµατικ �ο σ �ηµα �T���	� µπορε �ι να γραφτε �ι ως �αθροισµα εν �ος �αρτιου και εν �ος περιττο �υ µ �ερους:�T���	�C
t� U ���	�>�D� ! �3�	�
Απ �ο τα παραπ �ανω και απ �ο τις Εξισ �ωσεις (22) και (24) προκ �υπτει �οτι κ �αθε πραγµατικ �ο σ �ηµα µπορε �ι να γραφτε �ι
ως: �T���	�Á
 5¯���N365������ 5 � 6x8*9 � � � � 6�8:9 � �:9 �x�	�þ ÿ�� ��αρτιο µ �ερος

�V365������ �¯5 � 9 SV· � � � � 9 SV· � �;9 �x�	�þ ÿ�� �
περιττ �ο µ �ερος
 5¯���N365������ 5 � � 6�8:9 � � � � 6�8*9 � �;9 �x�	��� 9 SV· � � � � 9 SV· � �;9 �x�	�"� Û

�T���	�Á
 5 � �N365������ 5 ��6x8*9 � �;9 � �|� � � �
�0;*uK�

η οπο �ια ε �ιναι η σχ �εση που µ �εχρι τ �ωρα χρησιµοποι �ησαµε ως αν �απτυγµα εν �ος πραγµατικο �υ περιοδικο �υ
σ �ηµατος σε σειρ �α Ú ÷ Ã Ô�� � Ô .

Στο σχ �ηµα 14 δε �ιχνουµε το �αρτιο και περιττ �ο µ �ερος εν �ος σ �ηµατος
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RTSVUKWYX"Z - @ [ Αρτιο, b:W7\fen_ , και περιττ �ο µ �ερος, b:XQ\fen_ , εν �ος πραγµατικο �υ σ �ηµατος b7\fen_ a
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μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 



Χρηματοδότηση
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού έργου

του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Κρήτης» έχει
χρηματοδοτήσει μόνο τη αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος «Εκπαίδευση
και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους.
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