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ΤΕΤΥ - ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ

Ασκήσεις 2 : Ολοκλήρωση µιγαδικής συνάρτησης

1. Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα των συναρτήσεων f1(z) = 1/z και f2(z) = z2
− 1, µε

δρόµο ολοκλήρωσης τον κύκλο κέντρου µηδέν και ακτίνας R.

2. Υπολογίστε το ολοκλήρωµα της συνάρτησης f(z) = y = Imz όταν ο δρόµος ολοκλήρω-

σης είναι ορθογώνιο παραλληλόγραµµο µε κορυφές στα σηµεία (−2, 1), (2, 1), (2,−1)
και (−2,−1).

3. Χρησιµοποιώντας τον τύπο του Cauchy

f(z0) =
1

2πi

∮
c

f(z)

z − z0

dz

αποδείξτε ότι

f (n)(z0) =
n!

2πi

∮
c

f(z)

(z − z0)n+1
dz,

όπου f(z) αναλυτική µέσα και πάνω στην περιοχή ολοκλήρωσης και z0 εσωτερικό του

δρόµου c.

4. Γράψτε τους τέσσερις πρώτους όρους της Σειράς Taylor της συνάρτησης ez, γύρω από

το µηδέν και γύρω από το 1, και τους τρεις πρώτους όρους της Σειράς Taylor της

συνάρτησης sin z γύρω από το µηδέν.

5. Γράψτε τους τέσσερις πρώτους όρους της Σειράς Laurent της συνάρτησης ez/z2, γύρω

από το µηδέν, και της ez/(z − 1) γύρω από το 1.

6. Υπολογίστε το ολοκλήρωµα της f(z) = 1/(z + z2), µε δρόµο ολοκλήρωσης κύκλο

κέντρου µηδέν και ακτίνας 3.

7. Υπολογίστε, µε χρήση µιγαδικής ολοκλήρωσης, τα εξής ολοκληρώµατα:
∫ 2π

0

sin(2θ)

cos(θ)
dθ,

∫ +∞

−∞

1

x2 + 1
dx,

∫
∞

0

cos(2x)

x2 + 1
dx,

∫ +∞

−∞

cos(2x)

x2
− 1

dx.
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