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Α. 1.  Μετρήσεις και Σφάλµατα 

 

 

Κάθε πειραµατική µέτρηση µίας φυσικής ποσότητας υπόκειται σε πειραµατικά 

σφάλµατα. Με τον όρο αυτό δεν εννοούµε λάθη τα οποία γίνονται κατά την εκτέλεση 

του πειράµατος ή τη λήψη των µετρήσεων, τα οποία προφανώς θα πρέπει να 

αποφεύγονται. Αντίθετα, µε τον όρο «πειραµατικό σφάλµα» αναφερόµαστε στους 

παράγοντες οι οποίοι επηρεάζουν τις µετρήσεις µας, και οι οποίοι δεν µπορούν να 

εξαλειφθούν, καθώς και στην αβεβαιότητα που υπαρχει για την τιµή της κάθε 

µέτρησης. Η αβεβαιότητα αυτή µπορεί να οφείλεται είτε στον τρόπο που γίνεται η 

µέτρηση, είτε στη ακρίβεια των οργάνων µέτρησης. Γενικότερα υπάρχουν δύο 

κατηγορίες σφαλµάτων: τα συστηµατικά σφάλµατα, και τα τυχαία ή στατιστικά 

σφάλµατα.  

 

Συστηµατικά σφάλµατα, είναι τα σφάλµατα τα οποία επηρεάζουν συστηµατικά 

και µε τον ίδιο τρόπο όλες τις µετρήσεις. Τέτοια είναι τα σφάλµατα που οφείλονται 

στη λάθος βαθµονόµηση της συσκευής µέτρησης ή σε περιβαλλοντικούς παράγοντες. 

Για παράδειγµα η χρήση ενός θερµοµέτρου του οποίου η κλίµακα βαθµονόµησης έχει 

µετατοπιστεί, θα έχει ως αποτέλεσµα το µηδέν της κλίµακας να µην αντιστοιχεί σε 0º 

C, και εποµένως όλες οι µετρήσεις θα είναι µετατοπισµένες από την πραγµατική 

θερµοκρασία κατά αυτή τη διαφορά. Αντίστοιχα εάν χρησιµοποιήσουµε για τη 

µέτρηση ενός µήκους ένα µεταλλικό χάρακα που έχει βαθµονοµηθεί σε θερµοκρασία 

πολύ διαφορετική από αυτή που εκτελείται το πείραµα, τότε λόγω συστολής ή 

διαστολής η κλίµακα του χάρακα θα έχει αλλάξει και το µήκος που µετράµε δεν θα 

αντιστοιχεί στο πραγµατικό µήκος, µε αποτέλεσµα να παίρνουµε συστηµατικά 

διαφορετικές µετρήσεις. Τα συστηµατικά σφάλµατα τις περισσότερες φορές µπορούν 

να αναγνωρισθούν και να διορθωθούν κατά την ανάλυση των µετρήσεων. Για 

παράδειγµα, στην περίπτωση του θερµοµέτρου, µετρώντας τη θερµοκρασία πάγου 

που λιώνει, ή απεσταγµένου νερού που βράζει, για τα οποία γνωρίζουµε την 

πραγµατική τους θερµοκρασία, µπορούµε να εκτιµήσουµε τις αποκλίσεις της 

κλίµακας και να τις προσθέσουµε αλγεβρικά σε όλες τις µετρήσεις. 

 

Τα Τυχαία σφάλµατα, σε αντίθεση, επηρεάζουν όλες τις µετρήσεις αλλά µε 

τυχαίο τρόπο και εποµένως δεν µπορούν να αφαιρεθούν κατά την επεξεργασία τους. 

Τα τυχαία σφάλµατα οφείλονται σε ατέλειες της πειραµατικής διάταξης και την 

πεπερασµένη ακρίβεια των οργάνων µέτρησης σε συνδυασµό µε την επίδραση των 

αισθήσεων µας. Επιπλέον, τυχαίες και µη ελεγχόµενες µεταβολές των 

περιβαλλοντικών συνθηκών µπορεί να επηρεάσουν τις µετρήσεις µας κατά µη 

επαναλήψιµο τρόπο. Οι παραπάνω παράγοντες θα έχουν ως αποτέλεσµα να 

παίρνουµε διαφορετικές τιµές από πολλαπλές µετρήσεις του ίδιου µεγέθους. Επειδή 

ακριβώς οι µετρήσεις διαφέρουν κατά έναν µεταβαλλόµενο, µη προβλέψιµο 

παράγοντα δεν είναι δυνατόν να διορθωθούν για την επίδραση των τυχαίων 

σφαλµάτων (σε αντίθεση µε τα συστηµατικά σφάλµατα, η επίδραση των οποίων είναι 

η ίδια και εποµένως διορθώσιµη).  

 

Για παράδειγµα εάν µετράµε το µήκος ενός αντικειµένου µε ένα χάρακα, η τιµή 

της µέτρησης θα εξαρτάται από την ακριβή θέση που θα τοποθετήσουµε το χάρακα, 

την εκτίµηση που θα κάνουµε για την ακριβή ένδειξη στο σηµείο που βρίσκεται η 

ακµή του αντικειµένου (Σχήµα 1), τη γωνία παρατήρησης, κ.λ.π. Το αποτέλεσµα της 
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επίδρασης των παραπάνω παραγόντων θα είναι οι µετρήσεις να διαφέρουν µεταξύ 

τους κατά ένα µικρό τυχαίο ποσό.  

 
 

Η επίδραση των τυχαίων σφαλµάτων δεν είναι γνωστή εκ των προτέρων. Εαν 

όµως µετράµε το ίδιο µέγεθος πολλές φορές µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις 

διαφοροποιήσεις των µετρήσεων ώστε να εκτιµήσουµε την πραγµατική τιµή του 

µεγέθους και το αντίστοιχο σφάλµα των µετρήσεών µας. Αυτό ακριβώς είναι το 

αντικείµενο της Θεωρίας Ανάλυσης Μετρήσεων.  

 

Εάν θεωρήσουµε ότι έχουµε n µετρήσεις της ίδιας ποσότητας τότε η µέση τιµή 

των µετρήσεων προσεγγίζει την πραγµατική τιµή του µεγέθους.  Η µέση τιµή 

ορίζεται ώς 

     x =
1

n
x

i

i=1

n

∑           (1) 

 

όπου x
i
 είναι οι επιµέρους µετρήσεις και x  είναι η µέση τιµή τους. 

Η µέση τιµή x  τείνει στην πραγµατική τιµή όταν το n→∞ .   

 

Στην πράξη αυτό σηµαίνει ότι όσο µεγαλύτερο αριθµό µετρήσεων έχουµε τόσο 

καλύτερα προσεγγίζουµε την πραγµατική τιµή του µεγέθους που θέλουµε να 

µετρήσουµε. Συνήθως 10 µετρήσεις είναι αρκετές για να έχουµε µια αρκετά καλή 

προσέγγιση της πραγµατικής τιµής του µεγέθους. 

 

Η διασπορά των µετρήσεων γύρω από τη µέση τιµή τους, θα µας δώσει µια 

εκτίµηση των τυχαίων σφαλµάτων, αφού απουσία σφαλµάτων όλες οι µετρήσεις θα 

ήταν ταυτόσηµες. Η διασπορά των µετρήσεων µπορεί να εκτιµηθεί από την τυπική 

απόκλιση του δείγµατος που ορίζεται ως: 

 

σ
x

=
1

n −1
(x − x

i
)
2

i=1

n

∑           (2) 

 

όπου x  είναι η µέση τιµή των µετρήσεων. Η παραπάνω σχέση ισχύει όταν n≥5. 

Και πάλι η τυπική απόκλιση του δείγµατος προσεγγίζει την πραγµατική τιµή του 

σφάλµατος όταν το n→∞ . 

Οταν έχουµε µια µέτρηση α και το σφάλµα της δα γράφουµε  (α±δα), το 

οποίο µας λέει ότι η µετρούµενη ποσότητα µπορεί να πάρει, κατά κύριο λόγο, τιµές 

στο διάστηµα [α-δα, α+δα]. Οι µονάδες µέτρησης της ποσότητας παρατίθενται µετά 

την παρένθεση,  για παράδειγµα γράφουµε  (15.30±0.05) cm.  

Σχήµα 1.   Παράδειγµα 

µέτρησης του µήκους µιας 

ράβδου. Το πραγµατικό 

µήκος της ράβδου είναι 

µεταξύ 4.4 και 4.5. Η 

ακρίβεια µε την οποία 

µπορεί να γίνει η µέτρηση 

εξαρτάται από την 

ακρίβεια βαθµονόµησης 

του χάρακα. 
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Ακρίβεια µετρήσεων:  Απόλυτο και Σχετικό Σφάλµα 

 
Όπως είδαµε κάθε µέτρηση εµπεριέχει και κάποιο σφάλµα. Εποµένως ο τρόπος 

µε τον οποίο θα παρουσιάζουµε τις µετρήσεις µας θα πρέπει να περιλαµβάνει την 

ακρίβεια της κάθε µέτρησης. Για παράδειγµα εάν µετρήσουµε ένα µήκος 15.5cm µε 

σφάλµα 0.5cm, τότε γράφουµε (15.5 ±0.5) cm. Δηλαδή η πραγµατική τιµή του 

µήκους κυµαίνεται κυρίως  µεταξύ 15.0 και 16.0 cm.  

 

Εάν κάνουµε την παραπάνω µέτρηση µε ένα όργανο µεγαλύτερης ακρίβειας τότε 

θα βρούµε 15.62 cm µε σφάλµα 0.05cm, ή (15.62±0.05) cm. Δηλαδή τώρα 

γνωρίζουµε ότι η πραγµατική τιµή είναι πιο κοντά στο 15.6 cm, και µάλιστα 

βρίσκεται µεταξύ του 15.57 cm και 15.67 cm.  

Τα τυχαία σφάλµατα  0.5 cm και 0.02 cm λέγονται απόλυτα σφάλµατα. 

 

• Στην περίπτωση µετρήσεων µε αναλογικά όργανα το απόλυτο σφάλµα της 

κάθε µέτρησης ισούται µε το µισό της ελάχιστης υποδιαίρεσης του 

οργάνου, καθώς µέσα σε αυτά τα όρια βρίσκεται η καλύτερη εκτίµηση που 

µπορόυµε να κάνουµε για την τιµή της µέτρησης.   
 

• Στην περίπτωση µετρήσεων µε ψηφιακά όργανα το απόλυτο σφάλµα του 

οργάνου µας δίνεται από τον κατασκευαστή.   
 

• Το σφάλµα των οργάνων είναι το ελάχιστο σφάλµα που µπορεί να έχει µια 

µέτρηση. Παράγοντες όπως η γωνία παρατήρησης της κλίµακας του οργάνου, 

ο χρόνος αντίδρασης, τυχαίοι περιβαλλοντικοί παράγοντες, συνεισφέρουν 

επιπλέον στα πειραµατικά σφάλµατα. Μια εκτίµηση του συνολικού 

σφάλµατος στην περίπτωση επαναλαµβανόµενων µετρήσεων του 

µεγέθους µας δίνεται από την τυπική απόκλιση του δείγµατος η οποία 

υπολογίζεται µε τη σχέση (2). Με βάση τα παραπάνω η τυπική απόκλιση του 

δείγµατος θα πρέπει να είναι ίση ή µεγαλύτερη από το σφάλµα του οργάνου, 

αφού ακόµα και εάν αποκλείσουµε όλες τις άλλες πηγές σφάλµατος, η 

ακρίβεια των µετρήσεων θα καθορίζεται κατ’ ελάχιστο από την ακρίβεια του 

οργάνου µέτρησης.   

 

Από την παραπάνω συγκριση είναι προφανές ότι η µέτρηση (15.62±0.05) cm 

είναι πιό ακριβής από τη µέτρηση (15.5 ±0.5) cm, αφού έχει µικρότερο σφάλµα. 

Ισχύει όµως το ίδιο εάν συγκρίνουµε δύο υποθετικές µετρήσεις (1587.5 ±0.5) cm και 

(15.25 ±0.05) cm;  Σε αυτή την περίπτωση θα πρέπει να λάβουµε υπ’οψιν µας το 

γεγονός ότι ένα σφάλµα της τάξεως του 0.5 cm έχει πολύ µικρότερη σηµασία σε µία 

µέτρηση µε µεγάλη αριθµητική τιµή όπως 1587.5cm απ’ ότι µια µέτρηση µε σφάλµα 

0.05 cm που αναφέρεται σε µία κατά πολύ µικρότερη αριθµητική τιµή. Εποµένως 

ένας πιό ποσοτικός τρόπος για να εκτιµήσουµε την ακρίβεια µιας µέτρησης είναι να 

δούµε το σχετικό σφάλµα που ορίζεται ως  

 
 

Το οποίο µπορεί να εκφραστεί και ως ποσοστιαίο σφάλµα . 

όπου δx  είναι το σφάλµα και x η τιµή της µέτρησης.  

Προφανώς όσο µικρότερο είναι το σχετικό σφάλµα τόσο ακριβέστερη είναι η 

µέτρησή µας.  

Το απόλυτο σφάλµα έχει µονάδες ίδιες µε τη µετρούµενη ποσότητα, ενώ το 

σχετικό σφάλµα είναι καθαρός αριθµός.  

Σχετικό σφάλµα:  (δx x)  
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Σηµαντικά Ψηφία 

 

Από το παραπάνω παράδειγµα βλέπουµε ότι ο αριθµός των ψηφίων της τιµής µιας 

µέτρησης µας δίνει µία εικόνα της ακρίβειάς της. Ετσι λέµε ότι η µέτρηση 1587.5 cm 

έχει 5 σηµαντικά ψηφία ενώ η µέτρηση 15.5 cm έχει µόνο τρία σηµαντικά ψηφία. 

Ιδιαίτερη σηµασία έχουν τα µηδενικά ψηφία στο τέλος µιας τιµής:  η τιµή 15.00 cm 

υποδηλώνει ότι η µέτρηση αυτή έχει ακρίβεια ~0.01 cm, ενώ η τιµή 15 cm 

υποδηλώνει ότι έχει ακρίβεια ενός cm. Εποµένως τα µηδενικά ψηφία στο τέλος 

µίας τιµής δεν στρογγυλοποιούνται ή παραλλείπονται καθώς υποδηλώνουν την 

ακρίβειά της.   

 

Εάν θέλουµε να εκφράσουµε τη µέτρηση 15 cm σε χιλιοστά θα ήταν λάθος να 

γράψουµε 150 mm, αφού αυτό υποδηλώνει ότι η µέτρηση έχει τρία σηµαντικά ψηφία 

(ή αλλοιώς ακρίβεια 1 mm), αντί για 2 σηµαντικά ψηφία (και ακρίβεια 1 cm) που είχε 

η αρχική µέτρηση. Ο ορθός τρόπος για να γίνουν µετρατροπές µονάδων είναι να 

γραφούν υπό µορφή δύναµης: στην προκειµένη περίπτωση 15×10 mm. Με αυτό τον 

τρόπο κρατάµε τον ίδιο αριθµό σηµαντικών ψηφίων και υποδηλώνουµε ότι η 

ακρίβεια της µέτρησης είναι της τάξεως των 10 mm (ή 1 cm).  

Αντίθετα τα µηδενικά ψηφία στην αρχή µιας τιµής δεν είναι σηµαντικά 

ψηφία. Η παραπάνω µέτρηση µπορεί να γραφεί ως 0.15 m, η οποία έχει 2 σηµαντικά 

ψηφία και υποδηλώνει ακρίβεια 1 cm. Το ίδιο ισχύει και εάν τη γράψουµε ως  

0.00015 km. Η τιµή αυτή έχει 2 σηµαντικά ψηφία, και ακρίβεια 0.00001 km, δηλαδή 

1 cm. Για λόγους οικονοµίας όµως προτιµούµε να γράφουµε και αυτές τις µετρήσεις 

υπό τη  µορφή δύναµης: 15 ×10
-5

 km. 

 

Έχει ιδαίτερη σηµασία τα σηµαντικά ψηφία µιας µέτρησης να συµφωνούν µε το 

σφάλµα της. Εάν γράψουµε (15.622±0.05) cm, τότε µε βάση την τιµή της µέτρησης 

δηλώνουµε ότι η ακρίβειά της είναι της τάξεως 0.001 cm, ενώ µε βάση το σφάλµα 

της έχουµε ότι η ακρίβεια της είναι κατα πολύ µικρότερη. Εποµένως η παραπάνω 

γραφή είναι λάθος.  Ο σωστός τρόπος για να  γραφεί αυτή η  τιµή είναι  

(15.62±0.05) cm, όπου τόσο η τιµή της µέτρησης όσο και το σφάλµα της δηλώνουν 

ότι έχει ακρίβεια ~0.01 cm. 
 

Ο αριθµός των σηµαντικών ψηφίων θα πρέπει να διατηρείται και όταν γίνονται 

αριθµητικές πράξεις. Ο γενικός κανόνας είναι ότι ο αριθµός των σηµαντικών 

ψηφίων του αποτελέσµατος καθορίζεται από την τιµή µε τη µικρότερη ακρίβεια. 

Ειδικότερα στην περίπτωση της πρόσθεσης και της αφαίρεσης το αποτέλεσµα θα έχει 

τόσα δεκαδικά ψηφία όσα και ο αριθµός µε τα λιγότερα δεκαδικά ψηφία.  

Εποµένως η πράξη 2.15 + 0.1 θα µας δώσει 2.2 και όχι 2.25. Αυτό είναι αναµενόµενο 

αφού εάν προσθέσουµε µια τιµή µε µεγάλη ακρίβεια σε µια µικρότερη τιµή η οποία 

έχει πολύ µεγαλύτερη αβεβαιότητα, η ακρίβεια του αποτελέσµατος θα εξαρτηθεί από 

τη λιγότερο ακριβή τιµή.  

 

Σηµαντικά ψηφία σφαλµάτων 
 

Το σφάλµα µιας τιµής έχει ένα σηµαντικό ψηφίο. Εποµένως εάν υπολογίσουµε 

τη µέση τιµή και την τυπική απόκλιση µιας σειράς µετρήσεων, στρογγυλοποιούµε 

την τυπική απόκλιση στο ένα σηµαντικό ψηφίο, και στη συνέχεια στρογγυλοποιούµε 

τη µέση τιµή στον αντίστοιχο αριθµό δεκαδικών ψηφίων. Δηλαδή  η τιµή  

15.367±0.023  θα γραφεί ως 15.37±0.02.  
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Τα µη σηµαντικά ψηφία στρογγυλοποιούνται µε βάση τους εξής κανόνες: 

• Εάν το τελευταίο ψηφίο είναι µικρότερο του 5 τότε παραλείπεται  

(στρογγυλοποίηση προς τα κάτω). 

• Εάν το τελευταίο ψηφίο είναι µεγαλύτερο του 5 τότε ο προηγούµενος 

αριθµός αυξάνεται κατά 1 (στρογγυλοποίηση προς τα πάνω) 

• Το 5 στρογγυλοποιείται προς τον κοντινότερο άρτιο αριθµό (µε αυτό τον 

τρόπο ελαχιστοποιούµε τις αποκλίσεις λόγω προηγούµενης στρογγυλοποίησης). 

Η ίδια µέθοδος για τον προσδιορισµό των σηµαντικών ψηφίων σε αποτελέσµατα 

πράξεων ακολουθείται σε οποιαδήποτε άλλη πράξη. Εάν έχουµε αµφιβολία σχετικά 

µε τον αριθµό των σηµαντικών ψηφίων του αποτελέσµατος µιας πράξης µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε δυο µεθόδους για να τον εκτιµήσουµε: 

α)  Η µέθοδος µε το ερωτηµατικό 

Συµπληρώνουµε τις τιµές µε τα λιγότερα σηµαντικά ψηφία µε ερωτηµατικά, και 

αντίστοιχα θέτουµε ερωτηµατικά στα ψηφία του αποτελέσµατος που προκύπτουν από 

αυτά τα ψηφία: 

     4.405 

   14.82; 

+   2.3; ; 
 

   21.5; ; 

Εποµένως το αποτέλεσµα της παραπάνω πράξης έχει ένα δεκαδικό ψηφίο (όσα 

και ο αριθµός 2.3), και 3 σηµαντικά ψηφία.  

Η ίδια µέθοδος µπορεί να εφαρµοστεί και στις άλλες αριθµητικές πράξεις. 

Με αυτό τον τρόπο βρίσκουµε ότι το αποτέλεσµα δεν έχει ποτέ περισσότερα 

σηµαντικά ψηφία από το λιγότερο ακριβή αριθµό (εξαίρεση σε αυτό τον κανόνα 

αποτελούν οι πράξεις πρόσθεσης και αφαίρεσης όπου το αποτέλεσµα δεν έχει 

περισσότερα δεκαδικά ψηφία από τη λιγότερο ακριβή µέτρηση).  

β)  Η µέθοδος µε το αβέβαιο ψηφίο.  

Σε αυτή την περίπτωση κάνουµε την πράξη µε όλα τα διαθέσιµα δεκαδικά ψηφία. Στη 

συνέχεια επαναλαµβάνουµε την πράξη αλλάζοντας όµως κατά 1 ή 2 την τιµή του 

τελευταίου ψηφίου στη µέτρηση µε τα λιγότερα δεκαδικά ψηφία. Από το αρχικό 

αποτέλεσµα απορρίπτουµε όσα ψηφία βρίσκονται µετά από το ψηφίο που 

µεταβλήθηκε.  

Εποµένως στο πρώτο παράδειγµα που είδαµε, χωρίς να λάβουµε υπ’οψιν µας τα 

σηµαντικά ψηφία το άθροισµα θα είναι: 

(4.405 + 14.82 + 2.3) = 21.525. 

Εάν αλλάξουµε το 2.3 σε 2.4 έχουµε: 

(4.405 + 14.82 + 2.4) = 21.625 

Εποµένως θα πρέπει να κρατήσουµε από το αρχικό αποτέλεσµα µέχρι και το 

πρώτο δεκαδικό ψηφίο, δηλαδή το αποτέλεσµα θα είναι  21.5.  

Αυτή η µέθοδος είναι ιδαίτερα χρήσιµη όταν κανουµε πιο πολύπλοκες πράξεις, 

π.χ. ύψωση σε δύναµη, υπολογισµό λογαρίθµων κ.λ.π.  

Στην περίπτωση πράξεων µε σταθερές, η σταθερά πρέπει να έχει περισσότερα 

σηµαντικά ψηφία από την ακριβέστερη τιµή ώστε να µην περιορίζει την ακρίβεια του 

αποτελέσµατος.  Για παράδειγµα εάν θέλουµε να υπολογίσουµε την περίµετρο ενός 

δακτυλίου µε ακτίνα 2.205cm τότε η τιµή του π που θα χρησιµοποιήσουµε θα είναι 

π=3.141592, και η περίµετρος θα είναι  2 × 2.205 × 3.1415 = 13.854 cm.  

21.5
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Στατιστική ερµηνεία των σφαλµάτων και σύγκριση 

µετρήσεων. 

Εάν πάρουµε µια σειρά µετρήσεων του ίδιου αµετάβλητου µεγέθους (π.χ. τη 

θερµοκρασία νερού που βράζει, τις διαστάσεις ενός αντικειµένου κ.λ.π.)  και κάνουµε 

το ιστόγραµµα των τιµών τους θα δούµε ότι ακολουθούν την Κανονική κατανοµή ή 

κατανοµή Gauss. Οσο µεγαλύτερος είναι ο αριθµός των µετρήσεων τόσο καλύτερα 

θα προσοµοιάζει το ιστόγραµµα την Κανονική κατανοµή.  Αυτό είναι αποτέλεσµα 

της τυχαίας φύσης των στατιστικών σφαλµάτων.  

Η Κανονική κατανοµή δίνεται από τη σχέση 

G(x) =
1

2πσ 2
e

−(x−µ )2 2σ 2( )
          (3) 

όπου G(x) είναι πυκνότητα πιθανότητας, µ  είναι η µέση τιµή της κατανοµής, και σ 

η τυπική της απόκλιση. Η µέση τιµή καθορίζει τη θέση του κέντρου της κατανοµής, 

ενώ η τυπική απόκλιση καθορίζει το εύρος της (Σχήµα 2). Οπως για κάθε κατανοµή 

πιθανότητας ισχύει ότι G(x)dx
−∞

+∞

∫ =1, και ο παράγοντας κανονικοποίησης 
1

2πσ 2
 

προκύπτει από αυτή ακριβώς την απαίτηση. 

Η πιθανότητα να πάρουµε µια τιµή που θα είναι στο εύρος x,x + dx[ ] είναι  
dP

x
=G(x)dx . Εποµένως η πιθανότητα να πάρουµε µια τιµή µεταξύ –σ και +σ  είναι 

G x( )dx
−σ

+σ

∫ = 0.682 ή 68.2%. Λόγω συµµετρίας η πιθανότητα να πάρουµε µία τιµή 

στη περιοχή [-σ, µ] ή στην περιοχή [µ,+σ] είναι 34.1%. Στον ακόλουθο Πίνακα και 

Σχήµα δίνονται οι πιθανότητες να πάρουµε τιµές σε περιοχές της κανονικής 

κατανοµής µε διαφορετικό εύρος . Οι πιθανότητες αυτές είναι ανεξάρτητες της µέσης 

τιµής της κατανοµής.  

Πίνακας 1 

Εύρος Πιθανότητα 

[-σ,σ] 68% 

[-2σ, 2σ] 95.5% 

[-3σ,3σ] 99.7% 

[-5σ,5σ] 99.9999% 

Σχήµα 2.    Διάγραµµα της Κανονικής  

κατανοµής όπου φαίνεται η πιθανότητα να 

πάρουµε µια τιµή περιοχές διαφορετικού 

εύρους. 
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Αποδεικνύεται
1
 ότι στο όριο που έχουµε αρκετές µετρήσεις (10 ή παραπάνω) η 

µέση τιµή της Κανονικής κατανοµής ισούται µε τη µέση τιµή των µετρήσεων  ενώ η 

τυπική απόκλιση της Κανονικής κατανοµής ισούται µε την τυπική απόκλιση του 

δείγµατος  σ
x
 που υπολογίζεται όπως είδαµε µέσω της σχέσης 

 

σ
x

=
1

n −1
(x − x

i
)
2

i=1

n

∑   

 

Αυτό είναι ένα πολύ σηµαντικό αποτέλεσµα το οποίο µας επιτρέπει από τις ίδιες τις 

µετρήσεις να έχουµε µια πλήρη εικόνα της στατιστικής κατανοµής τους.  

 

Επιπλέον µας επιτρέπει να συγκρίνουµε τις µετρήσεις µας µε άλλες µετρήσεις ή 

µε τιµές που προβλέπονται από κάποια θεωρία. Για παράδειγµα εάν µετρήσουµε το 

σηµείο ζέσεως του νερού στους (100.5±0.1)°C και θέλουµε να συγκρίνουµε κατά 

πόσο αυτή η τιµή συµφωνεί µε την αναµενόµενη τιµή των 100.0°C σε πίεση 1atm 

αρκεί να δούµε πόσες τυπικές αποκλίσεις απέχουν οι δύο τιµές. Βρίσκουµε ότι  
 

δΘ = (100.5 – 100.0) °C =  0.5°C. 
 

δηλαδή οι δύο τιµές απέχουν 0.5°C. Δεδοµένου όµως ότι το σφάλµα είναι σΘ=0.1°C, 

η απόκλιση αυτή µεταφράζεται σε 5 τυπικές αποκλίσεις, ή 5σ.  Δηλαδή όπως λέµε η 

αναµενόµενη τιµή βρίσκεται πολύ µακρυά από τη µέση τιµή των µετρήσεων, στην 

«ουρά» της κατανοµής των τελευταίων. 

 Με βάση τον πίνακα 1 έχουµε ότι η πιθανότητα να πάρουµε µια τιµή στο εύρος [-

5σ,5σ] είναι 99.9999%. Εποµένως η πιθανότητα να πάρουµε µια µέτρηση που θα 

απέχει 5σ ή περισσότερο από τη µέση τιµή των µετρήσεών µας είναι 0.0001%.  Η µε 

άλλα λόγια θα χρειαζόταν να πάρουµε ένα εκατοµµύριο µετρήσεις µε ακριβώς την 

ίδια πειραµατική διάταξη ώστε να έχουµε µια µέτρηση που να µη συµφωνεί µε την 

αναµενόµενη τιµή των 100.0°C. Αυτό προφανώς είναι απίθανο, οπότε συµπεραίνουµε 

ότι οι δύο τιµές δεν συµφωνούν µεταξύ τους, πράγµα που σηµαίναι ότι είτε η 

αναµενόµενη τιµή είναι λάθος, είτε ότι οι συνθήκες του πειράµατος δεν είναι ιδανικές 

(π.χ. το νερό περιέχει προσµίξεις από άλατα).  

Συνήθως θεωρούµε ότι κάποια µέτρηση συµφωνεί µε την αναµενόµενη τιµή εάν 

απέχουν έως και 3 τυπικές αποκλίσεις.  

                                                 
1
 Η απόδειξη είναι πέρα από τους στόχους αυτής της εισαγωγής. Οµως µια πολύ καλή 

παρουσίαση βρίσκεται στο βιβλίο των Bevington & Robinson.   
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Μετάδοση σφαλµάτων 
 

Μέχρι στιγµής είδαµε πως µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µια σειρά µετρήσεων 

προκειµένου να εκτιµήσουµε την πραγµατική τιµή ενός µεγέθους και την ακρίβεια µε 

την οποία τη γνωρίζουµε. Στη συνέχεια θα δούµε πως µπορούµε να υπολογίσουµε 

την τιµή και το σφάλµα µιας παράγωγης ποσότητας που υπολογίζεται από τις 

µετρήσεις µας (για παράδειγµα ο όγκος µιας σφαίρας όπως υπολογίζεται από τη 

διάµετρό της).  

 

α.  Πιθανό Σφάλµα 

 
Ας θεωρήσουµε ότι µετράµε ένα µέγεθος και το σφάλµα του (α±δα), και ότι θέλουµε 

να υπολογίσουµε ένα µέγεθος β που συνδέεται µε το α µέσω της σχέσης β=f(α), 

καθώς και το σφάλµα του δβ.  Η  τιµή του β που θα αντιστοιχεί στη τιµή α θα είναι 

f(α). Αντίστοιχα οι τιµές του β που θα αντιστοιχούν στις ακραίες τιµές του α µε βάση 

το σφάλµα του (α-δα και  α+δα) θα είναι β1= f(α-δα)  και β2= f(α+δα). Τότε το 

σφάλµα του β  θα είναι  δβ = β2 –β = f(α+δα) – f(α).  Εάν πάρουµε το λόγο του δβ µε 

το δα θα  
 

έχουµε:   
δβ

δa
=
f (a +δa) − f (a)

δa
 

 ή στο όριο που το δα είναι πολύ µικρό (δα→0) έχουµε   

 
δβ

δa
=
f (a +δa) − f (a)

δa
≈ lim

δa→ 0

f (a +δa) − f (a)

δa
≡
df

da  
 

 

Εποµένως                    (4) 

 

Δηλαδή το σφάλµα στην ποσότητα β ισούται µε το σφάλµα της ποσότητας α επί 

την παράγωγο ως προς το α, της συνάρτησης που συνδέει τα δύο µεγέθη.  

 

Για παράδειγµα στην περίπτωση που θέλουµε να εκτιµήσουµε το σφάλµα στον 

υπολογισµό του όγκου µιας σφαίρας γνωρίζοντας την ακτίνα της  (r±δr) αρκεί να 

πάρουµε την παράγωγο ως προς την ακτίνα της σχέσης που δίνει τον όγκο: 

δV =
dV

dr
δr =

d

dr

4

3
π r

3
 

 
 

 

 
 δr = 4π r

2δr  

 

Στην περίπτωση που η παράγωγος ποσότητα β εξαρτάται από περισσότερα του 

ενός µετρούµενα µεγέθη α1, α2, α3, ..., αn, µέσω της σχέσης β = f(α1, α2, α3, ..., αn), και 

υπό την προϋπόθεση ότι τα µεγέθη  (α1, α2, α3, ..., αn,) δεν σχετίζονται µεταξύ τους η 

παραπάνω σχέση µπορεί να γενικευθεί ως εξής: 

 

  

δβ 2 =
∂f

∂a
1

δa
1

 

 
 

 

 
 

2

+
∂f

∂a
2

δa
2

 

 
 

 

 
 

2

+
∂f

∂a
3

δa
3

 

 
 

 

 
 

2

+⋯+
∂f

∂an
δan

 

 
 

 

 
 

2

       (5) 

 

Αυτή είναι και η βασική σχέση που µας δίνει το σφάλµα µίας ποσότητας που 

υπολογίζεται µε βάση άλλες µετρούµενες ποσότητες. Το σφάλµα αυτό ονοµάζεται 

πιθανό σφάλµα. 

δβ =
df

da
δa
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Για παράδειγµα εάν θέλουµε να υπολογίσουµε τον όγκο ενός παραλληλεπιπέδου 

έχοντας µετρήσει τις πλευρές του (α±δα), (β±δβ) και (γ±δγ),  το σφάλµα του όγκου (ο 

οποίος δίνεται από τη σχέση V=αβγ) θα είναι  

 

δV 2 =
∂V

∂a
1

δa
1

 

 
 

 

 
 

2

+
∂V

∂β
δβ

 

 
 

 

 
 

2

+
∂V

∂γ
δγ

 

 
 

 

 
 

2

= βγ δa( )
2

+ aγ δβ( )
2

+ aβ δγ( )
2

 

 

Η παραπάνω σχέση µας δίνει τη δυνατότητα να εκτιµήσουµε τη συνεισφορά των 

επιµέρους µετρήσεων στο συνολικό σφάλµα της µετρούµενης ποσότητας.  

Ειδικότερα εάν διαιρέσουµε το κάθε µέλος της παραπάνω σχέσης δια τον όγκο 

V = αβγ  µπορούµε να εκφράσουµε την παραπάνω σχέση συναρτήσει του σχετικού 

σφάλµατος κάθε µεγέθους: 

δV

V

 

 
 

 

 
 
2

=
δα

α

 

 
 

 

 
 
2

+
δβ

β

 

 
 

 

 
 

2

+
δγ

γ

 

 
 

 

 
 

2

. 

 

 

 

β. Μέγιστο Δυνατό Σφάλµα 
 

Μερικές φορές µας ενδιαφέρει να γνωρίζουµε ποιό είναι το µεγαλύτερο δυνατό 

σφάλµα που µπορεί να έχει µια παράγωγη ποσότητα.  Ας θεωρήσουµε ότι θέλουµε να 

δούµε ποιό είναι το µέγιστο σφάλµα του αθροίσµατος δύο µετρήσεων ((α±δα), και 

(β±δβ)). Οι µέγιστες  τιµές που µπορούν να πάρουν οι ποσότητες α και β είναι (α+δα) 

και (β+δβ), εποµένως η ανώτερη τιµή που µπορεί να πάρει το άθροισµά τους θα είναι  

(α+β+δα+δβ).  Αντίστοιχα η µικρότερη τιµή που µπορεί να πάρει το άθροισµά τους 

θα είναι (α+β – δα –δβ) = (α+β)-(δα+δβ).  Εποµένως το άθροισµα (α+β) κυµαίνεται 

µεταξύ (α+β)-(δα+δβ)  και (α+β)+(δα+δβ). Αρα το µέγιστο σφάλµα του αθροίσµατος 

(α+β)  θα είναι το άθρισµα των σφαλµάτων του (δα+δβ).  

 

  

δ(a
1

+ a
2

+⋯+ a
n
) = δa

i

i

∑

δ(a
1
− a

2
−⋯− a

n
) = δa

i

i

∑
 

 

όπου δa
i
 είναι το σφάλµα της κάθε µέτρησης αi. 

Για σύγκριση µε  βάση τη σχέση (5)  το πιθανό σφάλµα του αθροίσµατος θα είναι 

 δ(a + β) = δa2 +δβ2 . 

 

Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε ότι το µέγιστο σφάλµα στην περίπτωση της 

αφαίρεσης δύο ποσοτήτων ισούται µε το άθροισµα των σφαλµάτων τους. 

 

Στην περίπτωση πολλαπλασιασµού το σφάλµα του γινοµένου Γ=αβ (α,β ≠0) θα 

είναι 
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δΓ = (a ± δa)(β ± δβ) = aβ 1±
δa

a

 

 
 

 

 
 1±

δβ

β

 

 
 

 

 
 = aβ 1±

δa

a
+
δβ

β

 

 
 

 

 
 ±

δa

a

 

 
 

 

 
 
δβ

β

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

≅ aβ 1±
δa

a
+
δβ

β

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

όπου χρησιµοποιήσαµε την προσέγγιση ότι ο όρος 
δa

a

 

 
 

 

 
 
δβ

β

 

 
 

 

 
  είναι πολύ µικρός σε 

σχέση µε τους υπόλοιπους. 

 

 

 

Στη γενικότερη περίπτωση ν όρων έχουµε  Γ=α1 α2 … αν  µε  

 

  

δΓ = a
1
a
2
⋯aν 1±

δa
1

a
1

+
δa

2

a
2

+⋯+
δaν
aν

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
  

 

Αντίστοιχα µπορούµε να υπολογίσουµε σχέσεις για το µέγιστο δυνατό σφάλµα 

στην περίπτωση διάιρεσης. Εστω ότι 

 

Γ± δΓ =
a ± δa

β ± δβ
=
a

β

1± δa a

1± δβ β

 

 
 

 

 
  

Αναπτύσσοντας τον όρο 1± δβ β( )
−1

 µε βάση τον τύπο του διωνύµου έχουµε 

 

Γ± δΓ =
a ± δa

β ± δβ
=
a

β
1±

δa

a
+
δβ

β
+O

2
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
  

όπου Ο
2
 είναι όροι 2

ης
 τάξης και άνω οι οποίοι µπορούν να παραλειφθούν ως πολύ 

µικροί.  

 

Εποµένως  Γ± δΓ =
a

β
1±

δa

a
+
δβ

β

 

 
 

 

 
  

Που έχει παρόµοια µορφή µε τη µορφή της σχέσης για τον πολλαπλασιασµό. 

 

Το µέγιστο δυνατό σφάλµα µας δίνει µια συντηρητική εκτίµηση του 

σφάλµατος η οποία υπερεκτιµά το πραγµατικό σφάλµα. Γι’ αυτό το λόγο σε όλες 

τις περιπτώσεις θα χρησιµοποιούµε το πιθανό σφάλµα.  
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Α. 2. Γραφικές Παραστάσεις 
 

Τις περισσότερες φορές όταν εκτελούµε ένα πείραµα µας ενδιαφέρει να βρούµε 

τη σχέση που συνδέει δυο φυσικά µεγέθη, είτε για να υπολογίσουµε κάποια 

χαρακτηριστική ποσότητα, είτε για να διερευνήσουµε το φυσικό νόµο που τα συνδέει. 

Για παράδειγµα, µετρώντας την απόσταση που διανύει ένα σώµα που κινείται χωρίς 

την επίδραση άλλων δυνάµεων συναρτήσει του χρόνου µπορούµε να αποδείξουµε ότι 

η απόσταση εξαρτάται γραµµικά από τον χρόνο. Επιπλέον από τη σταθερά αναλογίας 

µπορούµε να υπολογίσουµε την ταχύτητα του σώµατος.  

 

Ο καλύτερος τρόπος για να µελετήσουµε τη σχέση που συνδέει δύο µεγέθη είναι 

να παραστήσουµε γραφικά το ένα µέγεθος συναρτήσει του άλλου, δηλαδή να 

κατασκευάσουµε µια γραφική παράσταση.  

 

Γραµµικές σχέσεις 

 

Η πιό απλή περίπτωση σχέσης µεταξύ δύο µεγεθών (έστω y και x) είναι η γραµµική 

σχέση:      y = α x + β 

το διάγραµµα της οποίας θα είναι µια ευθεία γραµµή.  

Σε αυτή την περίπτωση το x λέγεται ανεξάρτητη µετραβλητή και το y λέγεται 

εξαρτηµένη µεταβλητή, αφού η τιµή του εξαρτάται από την τιµή του x.  Το α είναι η 

κλίση της ευθείας, ενώ το β είναι η τεταγµένη του σηµείου που τέµνει η ευθεία τον 

άξονα yy′ (δηλαδή η απόστασή του από το σηµείο y=0)  και ονοµάζεται διατοµή της 

ευθείας.   

 

Για να βρούµε τις τιµές των α και β (οι οποίες χαρακτηρίζουν πλήρως την ευθεία) 

αρκεί να έχουµε µετρήσεις του y για διαφορετικές τιµές του x. Για παράδειγµα έστω 

ότι µελετάµε την ελεύθερη πτώση ενός σώµατος. Η σχέση που συνδέει την  ταχύτητά 

του (εξαρτηµένη µεταβλητή) µε το χρόνο (ανεξάρτητη µεταβλητή) είναι  
υ =υ

0
+ at  

όπου υ  είναι η στιγµιαία ταχύτητα, t είναι ο χρόνος από την έναρξη των µετρήσεων, 

α η επιτάχυνση της βαρύτητας, και υ
0
 η αρχική ταχύτητα (τη χρονική στιγµή t=0 

sec).  

Εποµένως για να βρούµε την επιτάχυνση της βαρύτητας αρκεί να πάρουµε µετρήσεις 

της ταχύτητας υ  σε διαφορετικά χρονικά διαστήµατα t από τη έναρξη του 

πειράµατος.  

Μία τέτοια σειρά µετρήσεων φαίνεται στον ακόλουθο πίνακα 

 

Πίνακας 2:  Πίνακας Μετρήσεων 
 

t  (×10
-2

 sec) 1.0±0.2 5.0±0.5 7.5±0.5 10.0±0.5 1.2±0.5 1.5±0.5 

υ  (cm/sec) 58±5 90±10 130±10 140±10 160±10 210±10 

 

Στο Σχήµα 3α φαίνεται το διάγραµµα της ταχύτητας συναρτήσει του χρόνου το 

οποίο κατασκευάστηκε απεικονίζοντας τα παραπάνω ζεύγη µετρήσεων σε ένα 

σύστηµα αξόνων x-y το  οποίο έχει βαθµονοµηθεί κατάλληλα ώστε ο άξονας xx′ να 

αντιστοιχεί στο χρόνο και ο άξονας yy′ να αντιστοιχεί στην ταχύτητα. Σε κάθε 

µέτρηση φαίνονται και τα αντίστοιχα σφάλµατα στη ταχύτητα και το χρόνο τα 
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οποία έχουν απεικονιστεί ως ευθύγραµµα τµήµατα µήκους ίσου µε το µέγεθος 

του σφάλµατος.  

 
Σχήµα 3α.  Παράδειγµα Γραφικής Παράστασης µε βάση τα δεδοµένα του Πίνακα 2. 

 

Επίσης φαίνεται και η ευθεία η οποία έχει χαραχθεί µε τέτοιο τρόπο ώστε η 

απόσταση της από το κάθε σηµείο να είναι η µικρότερη δυνατή.  

 

Παρατηρούµε ότι τα πειραµατικά σηµεία δεν βρίσκονται ακριβώς πάνω στην 

ευθεία, αλλά έχουν µικρές αποκλίσεις εκατέρωθεν της ευθείας. Αυτό είναι 

αναµενόµενο δεδοµένου ότι οι µετρήσεις έχουν σφάλµατα τα οποία τις κάνουν να 

αποκλίνουν από τις πραγµατικές τιµές. Παρατηρούµε όµως και ότι κανένα σηµείο δεν 

απέχει από την ευθεία περισσότερο από το σφάλµα της αντίστοιχης µέτρησης. Αυτό 

είναι µια  καλή ένδειξη για την ποιότητα των µετρήσεων.  

  

Από το τρίγωνο ΑΒΓ µπορούµε να υπολογίσουµε την κλίση της ευθείας (δηλαδή 

την ταχύτητα) ως 

α =
ΒΓ

ΑΒ
=
105cm /sec

0.108sec
= 972.2cm /sec

2
 

 

Η απόσταση ΟΔ ισούται µε τη διατοµή της ευθείας και µας δίνει την αρχική ταχύτητα 

του σώµατος.  Το γεγονός ότι η διατοµή είναι µη µηδενική σηµαίνει ότι το σώµα είχε 

κάποια αρχική ταχύτητα τη στιγµή t=0 sec. 

 

Το σφάλµα της κλίσης µπορεί να υπολογιστεί χαράζοντας δύο ακόµα ευθείες, που 

θα   αντιστοιχούν στις ευθείες µε τη µικρότερη (αmin)  και µεγαλύτερη (αmax) κλίση: 

α
max

=
ΒΓ

1

Α
1
Β

=
110cm /sec

0.105sec
=1047.6cm /sec

2  
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και         α
min

=
ΒΓ

2

Α
2
Β

=
100cm /sec

0.11sec
= 909.1cm /sec

2 

 Τότε το σφάλµα της κλίσης θα είναι  δα=|αmin - αmax|/2 = 69.25 ≈70 cm/sec
2
. 

Εποµένως α=(970±70)cm/sec
2 

 ή  (97±7)×10 cm/sec
2 

 λαµβάνοντας υπ’ όψιν τους 

κανόνες για τα σηµαντικά ψηφία.  

 

Αντίστοιχα η διατοµές των δύο αυτών ευθειών θα µας δώσουν το σφάλµα της 

διατοµής δβ=| βmax - βmin|/2 = =| 50 – 40 |/2 = 5 cm/sec
2
. Εποµένως β=(45±5)cm/sec.

 
  

 

 
 

Σχήµα 3β. Παράδειγµα Γραφικής Παράστασης µε βάση τα δεδοµένα του Πίνακα 2. Η  

διακεκοµµένη γραµµή δείχνει την ευθεία µε τη µεγαλύτερη κλίση.  

 

 
 

Σχήµα 3γ. Παράδειγµα Γραφικής Παράστασης µε βάση τα δεδοµένα του Πίνακα 2. Η 

διακεκοµµένη γραµµή δείχνει την ευθεία µε τη µεγαλύτερη κλίση από το σχήµα 3β, ενώ η 

διάστικτη γραµµή δείχνει την ευθεία µε τη µικρότερη κλίση.  
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Μη Γραµµικές σχέσεις 

 

Στην περίπτωση µη γραµµικών σχέσεων όπως για παράδειγµα νόµοι δύναµης (

y = Ax
b ) ή εκθετικοί νόµοι ( y = Ae

b ), προκειµένου να εκτιµήσουµε τις παραµέτρους 

τους (δηλαδή τις τιµές των Α και b) θα πρέπει πρώτα να τις γραµµικοποιήσουµε.  

 

Στην περίπτωση των νόµων δύναµης η γραµµικοποίηση γίνεται λογαριθµίζοντας και 

τα δύο µέλη. Τότε έχουµε: 

 

y = Ax
b
⇔ log y = log Ax

b( ) ⇔
                   log y = logA + blog x

 

 

Εποµένως εάν παραστήσουµε γραφικά το log y  συναρτήσει του log x , τότε από την 

κλίση της ευθείας έχουµε τον εκθέτη b, ενώ από τη διατοµή µπορούµε να 

υπολογίσουµε τον παράγοντα Α.  

 

Αυτή η µέθοδος για παράδειγµα εφαρµόζεται εάν θέλουµε να δούµε µε ποιό 

τρόπο εξαρτάται η ελκτική δύναµη µεταξύ δύο γνωστών µαζών από την απόστασή 

τους. Το πείραµα που θα κάναµε σε αυτή την περίπτωση θα ήταν να πάρουµε δύο 

γνωστές µάζες, και να µετρήσουµε την ελκτική τους δύναµη για διαφορετικές 

αποστάσεις. Οπως γνωρίζουµε από το Νόµο της Παγκόσµιας Ελξης η σχέση αυτή 

είναι µη γραµµική  (F =G
m
1
m
2

r
2

), εποµένως εάν κάνουµε το διάγραµµα της δύναµης 

συναρτήσει της απόστασης  (F-r) θα πάρουµε µια καµπύλη (Σχήµα 4) η οποία δεν µας 

επιτρέπει την εκτίµηση της δύναµης στην οποία είναι υψωµένη η απόσταση. 

Αντίθετα εάν κάνουµε το διάγραµµα logF  συναρτήσει του log r ,  θα έχει τη µορφή 

ευθείας η κλίση της οποίας θα ισούται µε τη δύναµη που είναι υψωµένη η απόσταση 

(b=-2), και η διατοµή της θα ισούται µε  log(Gm1m2)  (Σχήµα 4).    

Διαγράµµατα αυτής της µορφής ονοµάζονται λογαριθµικά.  

 

 

 

 
 
Σχήµα 4:  Διάγραµµα της δύναµης συναρτήσει της απόστασης (αριστερά) και του 

λογάριθµου της δύναµης συναρτήσει του λογάριθµου της απόστασης (δεξιά). Προφανώς το 

λογαριθµοκό διάγραµµα είναι πιο εύχρηστο για τη µελέτη της συσχέτισης των δυο µεγεθών.   
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Στην περίπτωση εκθετικών νόµων η γραµµικοποίηση γίνεται παίρνοντας το 

φυσικό λογάριθµο και των δύο µελών: 

y = Ae
b
⇔ ln y = ln Ae

b( ) ⇔
                  ln y = lnA + bx

 

 

Εποµένως κάνοντας το διάγραµµα ln y  συναρτήσει του x  µπορούµε από την κλίση 

να υπολογίσουµε τη δύναµη b και από τη διατοµή τον παράγοντα  lnA . 

 

Σχέσεις τέτοιας µορφής περιγράφουν πολλά φυσικά φαινόµενα, όπως τη 

µεταβολή του πλάτους σε µια αποσβενύµενη ταλάντωση, την απορρόφηση 

ακτινοβολίας, τον αριθµό των αδιάσπαστων πυρήνων ενός ραδιενεργού υλικού, κ.α.  

Διαγράµµατα αυτής της µορφής ονοµάζονται ηµιλογαριθµικά, καθώς ο άξονας της 

ανεξάρτητης µεταβλητής είναι γραµµικός.  

 

Κανόνες για την κατασκευή διαγραµµάτων 
 

Για τη κατασκευή σωστών γραφικών παραστάσεων που περιέχουν όλες τις 

απαραίτητες πληροφορίες θα πρέπει να ακολουθείται η εξής διαδικασία: 

 

1. Πρώτα χαράσουµε τους άξονες. Οι άξονες θα πρέπει να απέχουν από τα όρια 

της σελίδας ώστε να υπάρχει περιθώριο για τη βαθµονόµηση και την 

περιγραφή τους.   

2. Βαθµονοµούµε τους άξονες. Η βαθµονόµηση θα πρέπει να γίνει µε τέτοιο 

τρόπο ώστε να χρησιµοποιούµε όλη τη επιφάνεια του χαρτιού. Εάν οι τιµές 

των πρώτων µετρήσεων απέχουν πολύ από το 0, τότε η βαθµονόµηση µπορεί 

να αρχίσει από µια µεγαλύτερη τιµή.  

3. Κάτω ή δίπλα σε κάθε άξονα σηµειώνουµε σε ποιό φυσικό µέγεθος 

αναφέρεται καθώς και τις µονάδες µέτρησής του.   

4. Τοποθετούµε τις µετρήσεις πάνω στο καρτεσιανό σύστηµα που 

δηµιουργήσαµε µε τη βαθµονόµηση. Η κάθε µέτρηση σηµειώνεται µε µια 

τελεία. Δεν σηµειώνουµε ούτε τις τιµές των µετρήσεων, ούτε την τεταγµένη ή 

την τετµηµένη των σηµείων πάνω στους άξονες. 

5. Σε κάθε σηµείο τοποθετούµε και το αντίστοιχο σφάλµα ως ένα ευθύγραµµα 

τµήµατα εκατέρωθεν του σηµείου µε µήκος ίσο µε το µέγεθος του σφάλµατος. 

6. Σχεδιάζουµε την καλύτερη ευθεία (ή καµπύλη στη γενικότερη περίπτωση). Η 

καλύτερη ευθεία είναι αυτή ή οποία απέχει την ελάχιστη δυνατή απόσταση 

από το κάθε ένα σηµείο. Προφανώς λόγω των σφαλµάτων τα σηµεία των 

µετρήσεων δεν θα πέφτουν ακριβώς πάνω στην ευθεία. 

7. Για τον υπολογισµό της κλίσης της ευθείας σχηµατίζουµε ένα τρίγωνο 

(σχετικά µεγάλο) επιλέγοντας δυο αποµακρυσµένα σηµεία  (x1,y1) και  (x2,y2) 

επί της ευθείας (Σχήµα 3).  Τα σηµεία αυτά δεν θα πρέπει να αντιστοιχούν σε 

µετρήσεις. Από το λόγο των πλευρών του τριγώνου έχουµε όπως αναφέρθηκε 

και προηγουµένως ότι η κλίση της ευθείας θα είναι: 

a =
∆y

∆x
=
y
2
− y

1

x
2
− x

1

 

8. Η διατοµή της ευθείας δίνεται από την τεταγµένη του σηµείου που τέµνει τον 

άξονα yy′. Εάν η βάθµονόµηση του άχονα xx′ δεν έχει αρχίσει από το 0  τότε 

η τεταγµένη δεν µπορεί να υπολογιστεί µε αυτό τον τρόπο.  

9. Σηµειώνουµε σε ένα κενό µέρος του διαγράµµατος τον τίτλο του. 
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Α. 3.  Μέθοδος Ελαχίστων Τετραγώνων 
 

Στην  προηγούµενη ενότητα είδαµε ότι µπορούµε να βρούµε τις παραµέτρους 

µιας γραµµικής σχέσης από τη γραφική παράσταση των µεγεθών που εκφράζει. Σε 

αυτή την ενότητα θα αναπτύξουµε µια µαθηµατική µέθοδο η οποία θα µας δίνει αυτές 

τις παραµέτρους µε βάση τις µετρήσεις µας. Η µέθοδος αυτή λέγεται µέθοδος 

ελαχίστων τετραγώνων.   

 

Εστω ότι έχουµε  Ν  ζεύγη µετρήσεων (xi,yi) για δύο φυσικά µεγέθη Χ και Υ. Εάν 

η σχέση µεταξύ των µεγεθών εκφράζεται από την εξίσωση y = ax + b, τότε οι τιµές 

των παραµέτρων a και b θα είναι αυτές για τις οποίες ελαχιστοποιείται η απόσταση 

της ευθείας από τα σηµεία των µετρήσεων. 

 

Η απόσταση του κάθε σηµείου από την ευθεία είναι  si = y i − (ax i + b)  

όπου (xi,yi)  είναι οι τιµές των µετρήσεων και (ax i + b) η τεταγµένη της ευθείας στο 

x = x
i
.  

Δεδοµενου ότι το si µπορεί να πάρει τόσο θετικές όσο και αρνητικές τιµές, και 

προκειµένου να λάβουµε υπ’όψιν µας όλα τα σηµεία παίρνουµε το άθροισµα των 

τετραγώνων των si για όλες τις µετρήσεις: 

S = si
2 = y i − ax i + b( )( )

2

i=1

N

∑
i=1

N

∑  

 

Η ευθεία η οποία περιγράφει καλύτερα όλα τα σηµεία είναι αυτή για την οποία η 

ποσότητα S ελαχιστοποιείται. Δηλαδή τα ζητούµενα a και b είναι αυτά που 

ελαχιστοποιούν το S: 

 

∂S

∂a
= 0⇔

∂

∂a
y i − ax i + b( )( )

2

i=1

N

∑
 

 
 

 

 
 = 0

∂S

∂β
= 0⇔

∂

∂β
y i − ax i + b( )( )

2

i=1

N

∑
 

 
 

 

 
 = 0

 

 

 

Από το σύστηµα των δύο παραπάνω εξισώσεων µπορούµε να βρούµε τα α και b 

συναρτήσει των µετρήσεων (xi,yi): 

 

a =
x iy i −

x i∑ y i∑
N

∑

x i
2∑ −

x i∑( )
2

N

 

 

b =
y i∑
N

− a
x i∑
N

 

όπου οι αθροίσεις γίνονται για όλες τις µετρήσεις.  
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Κατά τον υπολογισµό των παραπάνω σχέσεων δεν λάβαµε υπ’οψιν µας την 

ύπαρξη σφαλµάτων. Εάν οι µετρήσεις του y έχουν και σφάλµατα τα οποία 

ακολουθούν την κανονική κατανοµή τότε θα πρέπει να τα λάβουµε υπ’οψιν µας υπό 

τη µορφή συντελεστών βαρύτητας στον υπολογισµό του S. Εάν οι µετρήσεις είναι 

y i ±σ i( ),x i( ), τότε η σχέση για το  άθροισµα των τετραγώνων S παίρνει τη µορφή: 

S =
si
2

σi

2
=

y i − ax i + b( )( )
2

σi

2

i=1

N

∑
i=1

N

∑  

 

Δηλαδή µετρήσεις µε µεγάλα σφάλµατα δεν συνεισφέρουν σηµαντικά στο 

άθροισµα S, και κατά συνέπεια δεν επηρεάζουν όσο οι άλλες µετρήσεις τον 

υπολογισµό των παραµέτρων της ευθείας. Ακολουθωντας την ίδια µέθοδο όπως 

παραπάνω µπορούµε να υπολογίσουµε την κλίση α και τη διατοµή b συναρτήσει των 

µετρήσεων y i ±σ i( ),x i( ).  
 

 

 

 

         (5) 

 

 

όπου 

∆ =
1

σ
i

2

x
i

2

σ
i

2∑∑ −
x
i

σ
i

2∑
 

 
 

 

 
 

2

 

 

Δεδοµένου ότι τώρα έχουµε πληροφορίες και για την ακρίβεια των µετρήσεων 

µπορούµε να υπολογίσουµε και τα σφάλµατα των παραµέτρων α και b.  

 

δa =
1

∆

1

σ
i

2∑

δb =
1

∆

x
i

2

σ
i

2∑
       (6)

 

 

Λεπτοµερής απόδειξη των παραπάνω σχέσεων µπορεί να βρεθεί σε βιβλία 

ανάλυσης πειραµατικών µετρήσεων, όπως για παράδειγµα το Data Reduction and 

Error Analysis for the Physical Sciences, (Bevington & Robinson, Mc Graw Hill).  

 

Στη παραπάνω ανάλυση θεωρήσαµε σφάλµατα µόνο στην εξαρτηµένη µεταβλητή 

y. Η ανάλυση για σφάλµατα και στις δύο µεταβλητές είναι πιο πολύπλοκη και δεν θα 

µας απασχολήσει εδώ.   

 

Η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων µπορεί να γενικευθεί για πολυώνυµα n-

βαθµού. Γενικά σε κάθε σειρά n µετρήσεων µπορεί να προσαρµοσθεί ένα πολυώνυµο 

n-2 βαθµού.  

 

a =
1

∆

1

σ i

2
∑

xiyi

σ i

2
−

xi

σ i

2

yi

σ i

2
∑∑∑

 

 
 

 

 
 

b =
1

∆

xi
2

σ i

2
∑

yi

σ i

2
−

xi

σ i

2

xiyi

σ i

2
∑∑∑
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Επιπλέον µε τον ίδιο τρόπο µπορούν να υπολογιστούν εξισώσεις που δίνουν τους 

συντελεστές ελαχίστων τετραγώνων για καµπύλες που αντιστοιχούν σε νόµους 

δύναµης, εκθετικές ή λογαριθµικές εξισώσεις κ.λ.π.   

 

Στα εργαστήρια, θα µας απασχολήσουν µόνο γραµµικές σχέσεις, όµως  οι 

γενικότερες  εξισώσεις ελαχίστων τετραγώνων για µη γραµµικές σχέσεις µπορούν να 

βρεθούν σε βιβλία ανάλυσης πειραµατικών µετρήσεων.     
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