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To genikì prìblhma, na broÔme to mègisto   el�qisto miac

sun�rthshc f (x)
Genika,

minimize f (w), w ∈ Ω ⊆ Rn

s.t gi (w) ≤ 0 i = 1, . . . , k
hi (w) = 0 i = 1, . . . ,m

f(w) objective function
gi (w) inequality constraints
hi (w) equality constraints

Maximization of f(w) → minimization of -f(w)
K�je prìblhma mporeÐ na grafeÐ sthn parap�nw morf 

JewrÐa BeltistopoÐhshc



To sÔnolo R = {w ∈ Ω : gi (w) ≤ 0, hi (w) = 0} onom�zetai
feasible region

H lÔsh f (w?) me w? ∈ R , ètsi ¸ste f (w) ≥ f (w?), w ∈ R
onom�zetai kajolikì el�qisto kai to w? o elaqistopoiht c

An ∃ε > 0, f (w) ≥ f (w?),w ∈ R me ‖w − w?‖ < ε tìte
f (w?) topikì el�qisto

To pedÐo onom�zetai majhmatikìc programmatismìc.
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An f, g, h grammikèc

Γραμμικός Προγραμματισμός

Λύση πολυωνυμική

An f, quadratic, g, h grammikèc

Quadratic Programming
f (x) = xTQx + cT x
Αν Χ θετικά ημιορισμένος (positive semidefinite), μοναδική
λύση, πολυωνυμική λύση

Αν Χ αρνητικά ημιορισμένος (negative semidefinite), NP-hard

(Q jetik� hmiorismènoc an eÐnai summetrikìc kai gia k�je

x 6= 0 isqÔei ìti xTQx ≥ 0)
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Mia suneq c sun�rthsh f (w) onom�zetai kurt  gia

w ∈ Rn an :

∀w , κ ∈ Rn,∀Θ ∈ [0, 1] : f (Θw+(1–Θ)κ) ≤ Θf (w)+(1–Θ)f (κ)
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'Ena sÔnolo eÐnai kurtì (convex) an to eujÔgrammo tm ma

metaxÔ duo shmeÐwn tou an kei sto sÔnolo:

Rconvex ⇒ ∀w , κ ∈ R, ∀Θ ∈ [0, 1] Θf (w) + (1–Θ)f (κ) ∈ R

Idiìthtec:
1 Αν S κυρτό, κ1, . . . , κn ∈ S , λ1, . . . , λn ≤ 0, λ1 + · · ·+ λn = 1
τότε

∑
i λiκi : κυρτός συνδυασμός των κi

2 Τομή κυρτών συνόλων είναι κυρτή.

3 Μια συνάρτηση f είναι κυρτή αν και μόνο αν το επίγραμμά
της είναι κυρτό.
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An f kurt  kai R kurtì → convex programming optimization

Idiìthtec:
1 Αν υπάρχει ελάχιστο είναι καθολικό.

2 Το σύνολο των ελαχίστων είναι convex.
3 Αν είναι strictly convex → μοναδικό ελάχιστο.

Praktik�, poll� pakèta kai algìrijmoi sqetik� gr goroi.
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Je¸rhma (Fermat):
'Estw f ∈ C ? (èqei par�gwgo kai h par�gwgoc eÐnai suneq c).

AparaÐthth sunj kh gia to w? na eÐnai o elaqistopoiht c thc

f (w?) eÐnai:
∂f (w?)

∂w
= 0

An h f eÐnai convex, h sunj kh eÐnai kai ikan 
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p.q. f (x) = x2

f (x) = x3
Me periorismoÔc: min f (w)

s.t. hi (w) = 0
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Gia na meÐnoume sthn perioq  ìpou h(w) = 0, prèpei na
kinhjoÔme par�llhla me aut n, dhlad  k�jeta sto ∂h

∂w Genik�

prèpei na kinhjoÔme k�jeta ston upoq¸ro {∂hi∂w }
An mporoÔme na kinhjoÔme se autìn ton upìqwro mei¸nontac

tautìqrona thn tim  f tìte den eÐmaste se el�qisto. An ìmwc

to ∂f
∂w den èqei probol  p�nw se autìn ton q¸ro, ja prèpei na

eÐmaste se k�poio topikì el�qisto.
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'Ara jèloume ∂f
∂w par�llhlo tou ∂h

∂w , sto el�qisto.

Dhlad :

∂f (w?)

∂w
= λ

∂h(w?)

∂w

Dhlad  jèloume:

∂(f (w?) + λh(w?))

∂w
= 0

kai fusik�:

h(w?) = 0

dhlad :

∂λh(w?)

∂λw
= 0   ∂(w?) + λh(w?

∂λ
= 0
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Sunolik� mporoÔme na ta ekfr�soume me th sun�rthsh

Lagrangian:
L(w , λ) = f (w) +

∑
i λihi (w)

λi : Lagrange multipliers

Je¸rhma: 'Estw f ∈ C 1, hi ∈ C 1 AnagkaÐa sunj kh ¸ste to

w? na eÐnai el�qisto eÐnai:

∂L(w?,λ?)
∂w? = 0

∂L(w?,λ?)
∂λ? = 0

⇔ ∇L = 0 gia k�poiec timècλ?.

(san na elaqistopoioÔme thn L qwrÐc periorismoÔc)

An L(w , λ) convex, h sunj kh eÐnai kai ikan .

H (1) dÐnei èna sÔsthma exis¸sewn ( ìsh h di�stash tou w)

H (2) (ìsa ta constraints).
Apì mia sun�rthsh n diast�sewn me periorismoÔc,

elaqistopoioÔme mia me n + m diast�seic qwrÐc periorismoÔc
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Par�deigma: Poia katanom  me n timèc èqei th mègisth

entropÐa?
min −H(x) =

∑
xi
pi log(pi )

s.t.
∑

i pi = 1, pi ≥ 0

LÔsh:

L(p, λ) =
∑

pi log(pi ) + λ(
∑

pi–1)

∂L(p, λ)

∂pj
= pj

1

pj
+ log(pj) + λ = 0⇒ pj = e−λ−1

∂L(p, λ)

∂λ
=

∑
pi−1 = 0⇒ n·e−λ−1−1 = 0⇒ e−λ−1−1 =

1

n
⇒ pj =

1

n
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Pio genik  morf :

minimize f (w)
s.t. gi (w) ≤ 0

hi (w) = 0

EpÐshc f convex
gi , hi affine
(grammikèc)

Gia ton elaqistopoiht  w?

gi (w
?) = 0 : o periorismìc gi eÐnai

energìc

gi (w
?) > 0 : o periorismìc gi eÐnai

anenergìc

'Ara oi energoÐ periorismoÐ anisìthtac

sthn lÔsh w? katalhgoun na einai

periorismoÐ isìthtac kai mporoÔme na

touc qeiristoÔme antÐstoiqa. All�

den xèroume poioÐ einaÐ oi energoÐ

periorismoÐ.
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Karush – Kuhn – Tucker
Je¸rhma: f ∈ C ,w ∈ Ω, f convex , gi , hi affine.
OrÐzoume wc Genikeumènh Lagrangian:

L(w , α, β) = f (w) +
∑

αigi (w) +
∑

βihi (w)

AnagkaÐa kai ikanèc sunj kec ¸ste w? ∈ Ω elaqistopoiht c

eÐnai: ∃α?, β? s.t. :

1
∂L(w?,α?,β?)

∂w = 0

2
∂L(w?,α?,β?)

∂β = 0

3 α?i · gi (w?) = 0

4 gi (w
?) ≤ 0

5 α?i ≥ 0
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(2) + (4) : ⇔ w? feasible point
(1) + (3) + (5): ⇔ Parìmoioi periorismoi gia ta active
constraints me autoÔc pou eÐqame gia ta h.

1 An α?i > 0 ⇒ gi (w
?) = 0 (apì thn (3) ), gi active constraint

2 An gi (w
?) < 0 (Mh energ� constraints) ⇒ α?i = 0

3 Endèqetai gi (w
?) = 0 kai α?i = 0
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'Estw h sun�rthsh

γ(α, β) = infw∈ΩL(w , α, β) =

= f (w) +
∑

αigi (w) +
∑

βihi (w)

me αi ≥ 0, f convex, gi , hi affine.

Langrange dual

max γ(α, β) s.t. αi ≥ 0
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α, β feasible w feasible, tìte

γ(α, β) = minu∈ΩL(u, α, β) ≤ L(w , α, β) =

= f (w)+
∑
αigi (w)+

∑
βihi (w)

w feasible ⇒ gi (w) ≤ 0
⇒ hi (w) = 0

 −→≤ f (w)

'Ara f (w) ≥ γ(α, β)
Dhlad , gia k�je feasible γ(α, β) lower bound se k�je feasible
f (w)

'Ara max γ(α, β) ≤ min f (w)
s.t α ≥ 0 g(w) ≤ 0

h(w) = 0

JewrÐa BeltistopoÐhshc



Gia tic sunj kec pou d¸same isqÔei h isìthta (strong duality).

γ(α?, β?) = f (w?), (α?, β?,w?lÔseic)

To dual problem lÔnei to min L(w , α, β) unconstrained (me

α ≥ 0) brÐskontac ∂L
∂w = ∂L

∂β = 0

LÔnontac wc proc w to ∂L
∂w = 0, mènoun mìno ta α, β →

max γ(α, β) s.t. α ≥ 0, kai ;etsi to prìblhma mporeÐ na

eÐnai pio eÔkolo.

An to unconstraint minL(w , α, β) lÔnetai analutik� tìte to

dual èqei di�stash ìsh to α + β

Gia k�je prìblhma beltistopoÐhshc, ta primal kai dual
bèltista shmeÐa ikanopoioÔn tic KKT conditions

Gia k�je convex prìblhma, an k�poia shmeÐa ikanopoioÔn

ta KKT eÐnai bèltista kai gia to primal kai gia to dual.

JewrÐa BeltistopoÐhshc



Jèlw na lÔsw to

maxα,β γ(α?, β?) s.t. α ≥ 0

Dhlad  (apo orismo γ)

maxα,β minw L(w , α, β) s.t. α ≥ 0

To minw L(w , α, β) gÐnetai ekeÐ ìpou

∂L

∂w
= 0,

∂L

∂β
= 0

'Ara IsodÔnama lÔnw to(Wolfe dual)

maxα L(w , α, β) s.t. α ≥ 0,
∂L

∂w
= 0,

∂L

∂β
= 0
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Τέλος Ενότητας 



Χρηματοδότηση 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο 

Πανεπιστήμιο Κρήτης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο τη 

αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 

Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 

συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 

Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 



Σημειώματα 



Σημείωμα αδειοδότησης (1) 

• Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας 
χρήσης Creative Commons Αναφορά, Μη Εμπορική 
Χρήση, Όχι Παράγωγο Έργο 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, 
Διεθνής Έκδοση.   Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων 
π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π.,  τα οποία 
εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με 
τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων 
Τρίτων». 

 

 

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/  

 



Σημείωμα αδειοδότησης (2) 

 • Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 

– που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος 

από την χρήση του έργου, για το διανομέα του έργου και 

αδειοδόχο 

– που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως 

προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση στο έργο 

– που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου 

και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος (π.χ. διαφημίσεις) 

από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 

 

• Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο 

ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο για 

εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 
.  
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δικτυακή διεύθυνση: 
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Διατήρηση Σημειωμάτων 
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