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4. Φ Ι: Σ  4

Άσκηση 4.1. Τα σωματίδια P και Q με μά-
ζες M και m αντίστοιχα, κινούνται στην επι-
φάνεια οριζόντιου κυλίνδρου ακτίνας α. Τα
σωματίδια συνδέονται με αβαρές μη εκτατό
νήμα μήκους πα/2. Το σύστημα αρχικά ευρί-
σκεται σε ηρεμία σε συμμετρική θέση όπου
θ = π/4, και αφήνεται να κινηθεί με την επί-
δραση της βαρύτητας. Να διατυπώσετε την
εξίσωση διατήρησης της ενέργειας του συ-
στήματος καθώς αυτό κινείται.

Άσκηση 4.2. Μια σταθερή κοίλη μεταλλική σφαίρα έχει κέντρο O και λεία εσωτερική
επιφάνεια ακτίνας b. Σωματίδιο που βρίσκεται στο εσωτερικό της σφαίρας εκτοξεύεται
από το κατώτατο σημείο με ταχύτητα υ0. (α) Να δείξετε ότι αν το σωματίδιο κινείται
συνεχώς σε επαφή με την εσωτερική επιφάνεια της σφαίρας, η ταχύτητά του δίνεται από
τη σχέση υ2 = υ20 − 2gb(1 − cos θ) όπου θ είναι η γωνία μεταξύ της στιγμιαίας θέσης του
σωματιδίου και της κατακόρυφης η οποία διέρχεται από το κέντρο της σφαίρας. (β) Επίσης
να υπολογίσετε την δύναμη που δέχεται το σωματίδιο από την εσωτερική επιφάνεια της
σφαίρας. (γ) Εάν υ0 =

√
3gb βρείτε την γωνία θ γιά την οποία το σωματίδιο θα πάψει

κάποια στιγμή να κινείται σε επαφή με την επιφάνεια της σφαίρας.

Άσκηση 4.3. Έστω το πεδίο δυνάμεων

F⃗ (r⃗) = −G
Mm

r2
r̂,

το οποίο περιγράφει την έλξη μεταξύ δύο μαζών, π.χ., του ήλιου με μάζα M και της Γης με
μάζα m. Το G είναι η σταθερά της βαρύτητας και r είναι η απόσταση μεταξύ των μαζών.
Η δύναμη έχει τη διεύθυνση του μοναδιαίου διανύσματος r̂ = r⃗/r και το μείον πρόσημο
σημαίνει ότι η φορά της δύναμης είναι από τη μία μάζα προς την άλλη (δηλαδή η δύναμη
είναι ελκτική). (α) Είναι διατηρητική αυτή η δύναμη; (β) Βρείτε τη δυναμική ενέργεια η
οποία δίνει αυτή την δύναμη.

Άσκηση 4.4. Σε σωμάτιο μάζας m δρα η δύναμη
F⃗ = (2x− y)⃗ı+ (x+ y)ȷ⃗

Το σωμάτιο ξεκινά από το σημείο (0, 0) και καταλήγει στο (1, 1). Υπολογίστε το έργο της
δύναμης στις δύο περιπτώσεις: (α) το σωμάτιο διατρέχει τον οριζόντιο άξονα με το x να
μεταβάλλεται από 0 σε 1 και ακολούθως κινείται κάθετα μέχρι το τελικό σημείο (1, 1), (β)
το σωμάτιο διατρέχει τον κάθετο άξονα με το y να μεταβάλλεται από 0 σε 1 και ακολούθως
κινείται κάθετα μέχρι το τελικό σημείο (1, 1). (γ) Είναι η δύναμη διατηρητική;

Άσκηση 4.5. Έστω ράβδος μάζας M και μήκους L. (α) Να δειχθεί ότι, αν η ράβδος είναι
ομογενής, το κέντρο μάζας βρίσκεται στο μέσον της. (β) Να βρεθεί η θέση του κέντρου
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μάζας της ράβδου αν η γραμμική πυκνότητα της μεταβάλλεται γραμμικά με το x, δηλαδή
είναι λ = ax, όπου a: σταθερά.

Άσκηση 4.6. Ένα πρωτόνιο κινείται με ταχύτητα v⃗ και συγκρούεται ελαστικά με ένα άλλο
πρωτόνιο που αρχικά ήταν ακίνητο. Μετά την κρούση ένα από τα πρωτόνια κινείται υπό
γωνία ϕ (η οποία θεωρείται γνωστή) ως προς την αρχική ταχύτητα v⃗ ενώ το άλλο υπό γωνία
θ. Βρείτε την θ και τα μέτρα των τελικών ταχυτήτων.

Άσκηση 4.7. Λεπτή ομοιόμορφη αλυσίδα μάζαςM και μήκους L συγκρατείται ακίνητη στην
κατακόρυφη θέση έτσι ώστε το κατώτερο άκρο της μόλις να ακουμπά στη οριζόντια επιφά-
νεια ενός τραπεζιού. Η αλυσίδα ελευθερώνεται και αφήνεται να κινηθεί υπό την επίδραση
του βάρους της (δηλ. πριν ένα τμήμα της αλυσίδας χτυπήσει στο τραπέζι κινείται ελεύθερα
υπό την επίδραση του βάρους του μόνο). (α) Να δείξετε ότι γιά όσο χρόνο η αλυσίδα πέ-
φτει, η δύναμη που ασκείται από την αλυσίδα στο τραπέζι είναι συνεχώς τριπλάσια από
το βάρος του τμήματος της αλυσίδας που έχει ήδη ”προσγειωθεί” στο τραπέζι (β) Οταν
ολόκληρη η αλυσίδα έχει ”προσγειωθεί” πάνω στο τραπέζι, το ελεύθερο πάνω ακρό της
έλκεται κατακόρυφα με σταθερή δύναμη 1

3Mg. Να βρείτε το ύψος στο οποίο θα ανυψωθεί
η αλυσίδα πρίν ακινητοποιηθεί, υποθέτωντας ότι σε κάθε χρονική στιγμή η δύναμη που
ασκείται στην αλυσίδα από το τραπέζι είναι ίση με το βάρος της αλυσίδας που παραμένει
στο τραπέζι.
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