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2η seir� ask sewn

Apant seic

1. Na parastajeÐ grafik� h kardioeid c kampÔlh

z(t) = (1 + cos t)(sin t− i cos t), 0 ≤ t ≤ 2π.

To m koc miac kampÔlhc dÐdetai apì th sqèsh

L =
∫ b

a
|z′(t)|dt

me dosmènh mia parametrik  perigraf  thc z(t). Na brejeÐ h perÐmetroc thc anwtèrw kar-
dioeidoÔc kampÔlhc.
Ap�nthsh

z(t) = (1 + cos t)(sin t− i cos t) = sin t +
1
2

sin 2t− i(cos t +
1
2

cos 2t− 1)

Epomènwc
z′(t) = cos t + cos 2t + i(sin t + sin 2t),

|z′(t)|2 = cos2 t + cos2 2t + 2 cos t cos 2t + sin2 t + sin2 2t + 2 sin t sin 2t = 2(1 + cos t).

'Ara

|z′(t)| = 2| cos
t

2
|.

H perÐmetroc thc kampÔlhc ja eÐnai

L = 2
∫ 2π

0
| cos

t

2
|dt = 4

∫ π

0
cos

t

2
dt = 8

∫ π
2

0
d sin t = 8.

2. DeÐte to

https://www.mathworks.com/moler/exm/chapters/mandelbrot.pdf

3. (a) Na apodeiqjeÐ ìti gia |z| = 1 kai α pragmatikì arijmì me |α| 6= 1,

|αz − 1|
|z − α|

= 1.

Ap�nthsh

|αz − 1|2

|z − α|2
=

(αz − 1)(αz̄ − 1)
(z − α)(z̄ − α)

=
α2|z|2 + 1− 2α(z + z̄)
|z|2 + α2 − 2α(z + z̄)

=
α2 + 1− 2α(z + z̄)
1 + α2 − 2α(z + z̄)



(b) DÐdetai h sun�rthsh

f(z) =
z

z − α

kai zhteÐtai na apodeiqjeÐ ìti h eikìna tou monadiaÐou kÔklou me kèntro thn arq  eÐnai
epÐshc kÔkloc me kèntro to shmeÐo ( 1

1−α2 , 0). Poi� eÐnai h aktÐna autoÔ tou kÔklou;

Ap�nthsh∣∣∣∣ z

z − α
− 1

1− α2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣z(1− α2)− (z − α)
(1− α2)(z − α)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ α

1− α2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣αz − 1
z − α

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ α

1− α2

∣∣∣∣ .
4. Me qr sh sumbolik¸n upologism¸n sto MATLAB (sun�rthsh int) na brejoÔn ta akìlouja

oloklhr¸mata
Apant seic

(a) ∮
|z|=1

ez

z2
dz = 2πi

(b) ∮
|z|=1

sin z

z4
dz = −πi

3

(c) ∮
|z|=2

dz

z2 + 2z − 3
=

πi

2
,

∮
|z|=5

dz

z2 + 2z − 3
= 0

(d) ∮
|z|=2

dz

z2(z2 + 16)
= 0,

∮
|z|=5

dz

z2(z2 + 16)
= 0

(e) ∮
|z−1|=2

dz

z2 − 2i
=

π

2
(1 + i),

∮
|z−1|=3

dz

z2 − 2i
= 0.
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•Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού 
έργου του διδάσκοντα.
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«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
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Αναφορά Δημιουργού - Μη Εμπορική Χρήση - Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή 
μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση.   Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. 
φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία 
αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων».

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

•Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση:
–που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του έργου, για το διανομέα του 
έργου και αδειοδόχο
–που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση στο έργο
–που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος (π.χ. διαφημίσεις) 
από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο

•Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το 
έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί.
.



Σημείωμα Αναφοράς

Copyright Πανεπιστήμιο Κρήτης, Γιώργος Τζιρίτας. «Εφαρμοσμένα 
Μαθηματικά για Μηχανικούς. Υποδείξεις Άσκησης 2». Έκδοση: 1.0. 
Ηράκλειο/Ρέθυμνο 2015. Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 
http://www.csd.uoc.gr/~hy215/ 


