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Γραμμικές Απεικονίσεις, Βάσεις και Πίνακες Πίνακες πάνω από σώμα K.

Πίνακες πάνω από σώμα K.

Το σύνολο των m × n πινάκων με όρους στο σώμα K συμβολίζεται
M(m, n, K) ή Km, n

ήMm, n(K).
Το σύνολο των τετραγωνικών n × n πινάκων με όρους στο σώμα K
συμβολίζεταιM(n, K).

Για οποιοδήποτε σώμα K,M(m, n, K) είναι διανυσματικός χώρος.

Εάν A είναι m × n πίνακας, και B είναι n × k πίνακας πάνω από το
σώμα K, ορίζεται το γινόμενο C = AB ,

ci j =
n∑

`=1

ai ` b` j .
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Γραμμικές Απεικονίσεις, Βάσεις και Πίνακες Πίνακες πάνω από σώμα K.

Απαλοιφή Gauss.

Η απαλοιφή Gauss μπορεί να εφαρμοστεί σε οποιοδήποτε σώμα K για
να μετατρέψουμε ένα m × n πίνακα σε ένα γραμμοϊσοδύναμο πίνακα σε
κλιμακωτή μορφή.

Η τάξη του πίνακα A είναι ο αριθμός r(A),

r(A) = αριθμός γραμμικά ανεξάρτητων γραμμών του A

= αριθμός γραμμικά ανεξάρτητων στηλών του A

= αριθμός οδηγών στο γραμμοϊσοδύναμο πίνακα

σε κλιμακωτή μορφή
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Γραμμικές Απεικονίσεις, Βάσεις και Πίνακες Πίνακες πάνω από σώμα K.

Γραμμικές απεικονίσεις και πίνακες.

Πρόταση

Κάθε γραμμική απεικόνιση L : Kn → Km
αντιστοιχεί σε ένα m × n

πίνακα A, τέτοιο ώστε, για κάθε b ∈ Kn
, L(b) = Ab,

L(b1, . . . , bn) =

 a11 · · · a1n
.
.
.
. . .

.

.

.

am1 · · · amn


 b1
.
.
.

bn


Η j στήλη του A είναι το διάνυσμα L(ej) ∈ Km

, όπου {e1, . . . , en} είναι
η κανονική βάση του Kn

.
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Γραμμικές απεικονίσεις και βάσεις

Θεωρούμε διανυσματικούς χώρους πεπερασμένης διάστασης V και W ,
και γραμμική απεικόνιση L : V →W .

Επιλέγουμε μία βάση B = {v1, . . . , vn} του V . Τότε ορίζεται
ισομορφισμός

ιB : V → Kn : v 7→ vB = (b1, . . . , bn) ,

όπου vB είναι το διάνυσμα συντεταγμένων του v ως προς τη βάση B.

Επιλέγουμε μία βάση C = {w1, . . . ,wm} του W . Τότε ορίζεται
ισομορφισμός

ιC : W → Km : w 7→ wC = (c1, . . . , cm) ,

όπου wC είναι το διάνυσμα συντεταγμένων του w ως προς τη βάση C.

Χ.Κουρουνιώτης (Παν.Κρήτης) Διάλεξη 13 28/4/2014 5 / 14
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Γραμμικές απεικονίσεις και πίνακες

Εάν συνθέσουμε τη γραμμική απεικόνιση L : V →W από τα δεξιά με

τον ισομορφισμό ι−1B : Kn → V και από τα αριστερά με τον
ισομορφισμό ιC : W → Km

, έχουμε την απεικόνιση

ιC ◦ L ◦ ι−1B : Kn → Km

Αυτή η απεικόνιση αντιστοιχεί σε πολλαπλασιασμό με ένα m × n
πίνακα A, τέτοιο ώστε

Ab =

 a11 · · · a1n
.
.
.
. . .

.

.

.

am1 · · · amn


 b1
.
.
.

bn

 =

 c1
.
.
.

cm

 .
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Ο πίνακας της απεικόνισης L

Θέλουμε να υπολογίσουμε τα στοιχεία του πίνακα A

Η πρώτη στήλη του πίνακα A είναι

A e1 =

 a11 · · · a1n
.
.
.
. . .

.

.

.

am1 · · · amn




1
0
.
.
.

0

 =


a11
a21
.
.
.

am1

 .

Αλλά

e1 = ιB(v1)

και

A e1 = ιC(L(v1)) .

Δηλαδή, η πρώτη στήλη του πίνακα A είναι το διάνυσμα
συντεταγμένων του L(v1) ως προς τη βάση C.
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Ο πίνακας της απεικόνισης L (2)

Για κάθε διάνυσμα vj της βάσης B του V , η j στήλη του πινακα A,
(a1j , . . . , amj) είναι το διάνυσμα συντεταγμένων του L(vj) ως προς τη
βάση C:

L(vj) = a1jw1 + · · ·+ amjwm

=
m∑
i=1

aijwi .

Χ.Κουρουνιώτης (Παν.Κρήτης) Διάλεξη 13 28/4/2014 8 / 14
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Ο πίνακας της απεικόνισης L (3)

Ο m × n πίνακας A ο οποίος έχει στη j στήλη το διάνυσμα
συντεταγμένων (a1j , . . . , amj) του L(vj) ως προς τη βάση C ονομάζεται
πίνακας της απεικόνισης L : V →W ως προς τις βάσεις B του V
και C του W και τον συμβολίζουμε CLB.

Χαρακτηρίζεται από τη σχέση

CLB vB = wC ,

δηλαδή  a11 · · · a1n
.
.
.
. . .

.

.

.

am1 · · · amn


 b1
.
.
.

bn

 =

 c1
.
.
.

cm


εάν και μόνον εάν

L(b1v1 + · · ·+ bnvn) = c1w1 + · · ·+ cmwm .
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Ο πίνακας της απεικόνισης L (4)

Αντίστροφα, εάν A = (aij) είναι ένας m × n πίνακας, υπάρχει μία
μοναδική γραμμική απεικόνιση

LA : V −→W

τέτοια ώστε

LA(vj) =
m∑
i=1

aijwi για j = 1, . . . , n . (1)

Θεώρημα

Η αντιστοιχία A 7→ LA, ορίζει έναν ισομορφισμό από το χώρο
M(m, n, K) στο χώρο L(V , W ).
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Πυρήνας και εικόνα της απεικόνισης

Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την αντιστοιχία μεταξύ γραμμικών

απεικονίσεων και πινάκων, για να υπολογίσουμε βάσεις του πυρήνα και

της εικόνας μίας γραμμικής απεικόνισης μεταξύ χώρων πεπερασμένης

διάστασης.

Πρόταση

1 ker L = ι−1B (kerTA) = ι−1B (N (A)). Δηλαδή το διάνυσμα
a1v1 + · · ·+ anvn ανήκει στον πυρήνα της L εάν και μόνον εάν
(a1, . . . , an) ανήκει στο μηδενόχωρο του πίνακα A.

2 im L = ι−1C (imTA) = ι−1C (R(A)). Δηλαδή b1w1 + · · ·+ bmwm

ανήκει στην εικόνα της L εάν και μόνον εάν (b1, . . . , bm) ανήκει
στο χώρο στηλών του πίνακα A.
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Σύνθεση απεικονίσεων

Η αντιστοιχία μεταξύ γραμμικών απεικονίσεων και πινάκων, στέλνει τη

σύνθεση δύο απεικονίσεων στο γινόμενο των αντίστοιχων πινάκων.

Θεώρημα

Θεωρούμε διανυσματικούς χώρους V , W , Z πεπερασμένης διάστασης,
και βάσεις B = {v1, . . . , vn}, C = {w1, . . . ,wm} και D = {z1, . . . , z`}
αντίστοιχα. Εάν L : V →W και M : W → Z είναι γραμμικές
απεικονίσεις,

A = CLB , B = DMC , και C = D(M ◦ L)B ,

τότε

M ◦ L(vk) =
∑̀
i=1

 m∑
j=1

bij ajk

 zi , δηλαδή C = BA ,
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Πίνακας αντίστροφης απεικόνισης

Πόρισμα

Εάν L : V →W είναι ισομορφισμός, και A = CLB, τότε ο πίνακας της
L−1, ως προς τις ίδιες βάσεις, είναι ο A−1,

B(L
−1)C = ( CLB)

−1 .
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Πίνακας της δυϊκής απεικόνισης

Πρόταση

Εάν L : V −→W είναι γραμμική απεικόνιση, και A = CLB, τότε ο
πίνακας A′ = B′L

′
C′ της δυϊκής απεικόνισης L

′ : W ′ −→ V ′, ως προς τις
δυϊκές βάσεις, είναι ο ανάστροφος του A, A′ = AT

,

B′(L
′)C′ = ( CLB)

T .
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