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Νόρμα και Εσωτερικό Γινόμενο Νόρμα

Νόρμα

Ορισμός. V διανυσματικός χώρος πάνω από το σώμα K(= R ή C).
Μια απεικόνιση V → R : v 7→ ||v || ονομάζεται νόρμα (ή στάθμη) εάν
Ν 1. ||v || = 0 εάν και μόνον εάν v = 0

Ν 2. Για κάθε v ∈ V και a ∈ K, ||av || = |a| ||v ||
Ν 3. Για κάθε v , w ∈ V , ||v + w || ≤ ||v ||+ ||w || (τριγωνική ανισότητα)
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Νόρμα και Εσωτερικό Γινόμενο Νόρμα

Ιδιότητες νόρμας

Λήμμα

Σε ένα διανυσματικό χώρο V με νόρμα,

1 Για κάθε v ∈ V , ||v || ≥ 0.

2 Για κάθε v , w ∈ V , ||v − w || ≥ | ||v || − ||w || |
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Νόρμα και Εσωτερικό Γινόμενο Νόρμα

Διανυσματικοί χώροι με νόρμα: παραδείγματα

Παράδειγμα Στο Rn
και στο Cn

η ευκλείδεια νόρμα ( ή `2-νόρμα)
είναι η συνήθης νόρμα

||x || =
√
x21 + · · ·+ x2n

και

||z || =
√
z1z̄1 + · · ·+ znz̄n .
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Νόρμα και Εσωτερικό Γινόμενο Νόρμα

Διανυσματικοί χώροι με νόρμα: παραδείγματα (2)

Παράδειγμα Η `1-νόρμα στο Rn
ορίζεται ως

||x ||1 = |x1|+ · · ·+ |xn| .

Παράδειγμα Η `∞-νόρμα στο Rn
ορίζεται ως

||x ||∞ = max{|xi | : i = 1, . . . , n} .
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Νόρμα και Εσωτερικό Γινόμενο Νόρμα

Διανυσματικοί χώροι με νόρμα: παραδείγματα (3)

Παράδειγμα Στο χώρο των πολυωνύμων K[x ], με K = R ή C,
ορίζουμε τη νόρμα

||p(x)|| =

(∫ 1

0
|p(t)|2dt

)1/2

.

Παράδειγμα Στο χώρο C [a, b] των συνεχών συναρτήσεων στο
διάστημα [a, b] (με πραγματικές ή μιγαδικές τιμές) ορίζουμε την
`2-νόρμα

||f || =

(∫ b

a
|f (t)|2dt

)1/2

και την `∞-νόρμα

||f ||∞ = max{|f (x)| : x ∈ [a, b]} .
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