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ȂȚȖαįȚțȒ αȞȐȜυıȘ – ȂȑȡοȢ Ǻ – ȆȡȩχİȚȡİȢ ıȘȝİȚȫıİȚȢ 
 

ȆαȡȐȖωȖοȢ ıυȞȐȡĲȘıȘȢ ȝȚȖαįȚțȒȢ ȝİĲαȕȜȘĲȒȢ 
Πλδθ κλέıκυηİ Ĳβθ παλΪΰπΰκ ηδαμ ηδΰαįδεάμ ıυθΪλĲβıβμ  f(z) γα ıĲαγκτηİ ıĲβθ ıυθαφά ηİ αυĲά 

Ϋθθκδα, Ĳβμ ıυθΫξİδαμ. ΢Ĳκυμ πλαΰηαĲδεκτμ αλδγηκτμ ηδα ıυθΪλĲβıβ f(x) ζΫΰİĲαδ ıυθİξάμ ıİ Ϋθα 

ıβηİέκ x0 αθ 

0 0

0lim  ( ) lim ( ) ( )
x x x x

f x f x f x
  

  .  (1) 

Πλκφαθυμ ΰδα θα İέθαδ ηδα ıυθΪλĲβıβμ ıυθİξάμ γα πλΫπİδ Ĳα σλδα απσ σζİμ Ĳδμ įυθαĲΫμ 
εαĲİυγτθıİδμ απσ Ĳδμ κπκέİμ ηπκλİέ θα πλκıİΰΰδıĲİέ Ĳκ x0, κδ κπκέİμ ıĲβθ πİλέπĲπıβ αυĲά İέθαδ 
įτκ, θα ıυηπέπĲκυθ.  

΢Ĳβθ πİλέπĲπıβ Ĳπθ ıυθαλĲάıİπθ ηδΰαįδεάμ ηİĲαίζβĲάμ σηπμ υπΪλξκυθ Ϊπİδλİμ εαĲİυγτθıİδμ 
απσ Ĳδμ κπκέİμ ηπκλİέ θα πζβıδΪıİδ εαθİέμ Ϋθα κπκδκįάπκĲİ ıβηİέκ z0 (ίζ., π.ξ., ΢ξ. 1).  Γδα θα İέθαδ 
ηδα ηδΰαįδεά ıυθΪλĲβıβ ıυθİξάμ γα πλΫπİδ Ĳα σλδα πκυ πλκετπĲκυθ απσ σζİμ αυĲΫμ Ĳδμ įυθαĲΫμ 
εαĲİυγτθıİδμ θα ıυηπέπĲκυθ. Η ıυθγάεβ αυĲά, σππμ ηπκλİέ İτεκζα θα εαĲαζΪίİδ εαθİέμ, İέθαδ 
πκζτ πİλδııσĲİλκ πİλδκλδıĲδεά ıİ ıξΫıβ ηİ Ĳβθ αθĲέıĲκδξβ Ĳπθ πλαΰηαĲδευθ ıυθαλĲάıİπθ. 

 

 

 

 

 

΢ξ. 1: Σλİδμ Ĳλσπκδ πλκıΫΰΰδıβμ İθσμ Ĳυξαέκυ 
ıβηİέκυ z. 

 

ǹθΪζκΰκ αάĲβηα Ϋξκυηİ εαδ ıĲβθ παλΪΰπΰκ ηδΰαįδεάμ ıυθΪλĲβıβμ, β κπκέα, ıİ αθαζκΰέα ηİ Ĳκυμ 
πλαΰηαĲδεκτμ κλέαİĲαδ πμ 

0

( ) ( )
( ) lim ,

z

df f z z f z
f z z x iy

dz z 

      


.  (2) 

Γδα θα υπΪλξİδ β παλΪΰπΰκμ Ĳβμ f(z) ıĲκ Ĳυξαέκ ıβηİέκ z γα πλΫπİδ Ĳκ παλαπΪθπ σλδκ θα υπΪλξİδ 
εαδ θα İέθαδ Ĳκ έįδκ ΰδα σζİμ Ĳδμ įυθαĲΫμ (Ϊπİδλİμ ıİ πζάγκμ) εαĲİυγτθıİδμ εαĲΪ Ĳδμ κπκέİμ ηπκλİέ 
θα πλκıİΰΰδıĲİέ Ĳκ ıβηİέκ z, įβζαįά ΰδα σζİμ Ĳδμ įυθαĲΫμ εαĲİυγτθıİδμ εαĲΪ Ĳδμ κπκέİμ Ĳκ ǻz 

ηπκλİέ θα Ĳİέθİδ ıĲκ ηβįΫθ. Η ıυθγάεβ αυĲά İέθαδ δįδαέĲİλα πİλδκλδıĲδεά εαδ İπδίΪζİδ αυıĲβλκτμ 
πİλδκλδıηκτμ ıĲβθ εζΪıβ Ĳπθ ıυθαλĲάıİπθ πκυ Ϋξκυθ παλΪΰπΰκ – İπβλİΪαİδ įβζαįά Ĳδμ δįδσĲβĲİμ 
Ĳπθ ıυθαλĲάıİπθ αυĲυθ ηİ πκζτ įλαıĲδεσ Ĳλσπκ. Έθα απκĲΫζİıηα İέθαδ σĲδ ıĲκυμ ηδΰαįδεκτμ 
αλδγηκτμ αθ ηδα ıυθΪλĲβıβ Ϋξİδ παλΪΰπΰκ πλυĲβμ ĲΪιβμ γα Ϋξİδ παλΪΰπΰκ εΪγİ ĲΪιβμ, πλΪΰηα Ĳκ 
κπκέκ įİθ δıξτİδ ıĲκυμ πλαΰηαĲδεκτμ.  

ΕφαȡȝȠγȒ: ΧλβıδηκπκδάıĲİ Ĳκθ κλδıησ Ĳβμ παλαΰυΰκυ ΰδα θα İιİĲΪıİĲİ αθ İέθαδ παλαΰπΰέıδηβ 

παθĲκτ β ıυθΪλĲβıβ f(z)=z
2
, εαδ αθ θαδ ίλİέĲİ Ĳβθ παλΪΰπΰσ Ĳβμ. 
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Γδα ıυθαλĲάıİδμ, f(z), g(z) πκυ İέθαδ παλαΰπΰέıδηİμ πμ πλκμ z δıξτκυθ κδ ΰθπıĲκέ απσ Ĳδμ 
πλαΰηαĲδεΫμ ıυθαλĲάıİδμ εαθσθİμ παλαΰυΰδıβμ, įβζαįά 

( ) ( )
[ ( ) ( )]

d df z dg z
f z g z

dz dz dz
   ,  

( ) ( )
[ ( ) ( )] ( ) ( )

d df z dg z
f z g z g z f z

dz dz dz
  , 

2( ) ( )
[ ( ) / ( )] [ ( ) ( ) ] / [ ( )]

d df z dg z
f z g z g z f z g z

dz dz dz
  , ΰδα z υıĲİ ( ) 0g z  ,    ( ( ))

d df dg
f g z

dz dg dz
 . 

ΠκζζΫμ φκλΫμ κδ ηδΰαįδεΫμ ıυθαλĲάıİδμ İεφλΪακθĲαδ σξδ ηΫıπ Ĳκυ ηδΰαįδεκτ z, αζζΪ Ĳπθ x εαδ y, 

ηİ z=x+iy, κπσĲİ β ξλάıβ Ĳκυ κλδıηκτ, Ǽι. (2), ΰδα Ĳκθ Ϋζİΰξκ Ĳβμ παλαΰπΰδıδησĲβĲαμ εαδ Ĳβθ 
İτλİıβ Ĳβμ παλαΰυΰκυ İέθαδ δįδαέĲİλα įυıξİλάμ. ΢Ĳδμ πİλδπĲυıİδμ αυĲΫμ κ πλκıφκλσĲİλκμ Ĳλσπκμ 
ΰδα Ϋζİΰξκ Ĳβμ παλαΰπΰδıδησĲβĲαμ ηδαμ ıυθΪλĲβıβμ εαδ İτλİıβ Ĳβμ παλαΰυΰκυ İέθαδ β ξλάıβ Ĳπθ 
ıυθγβευθ Cauchy-Riemann (C-R), Ĳδμ κπκέİμ γα ıυαβĲάıκυηİ αηΫıπμ παλαεΪĲπ. 

 

ΣυȞșȒțİȢ Cauchy-Riemann (C-R) 

ΈıĲπ ηδα ηδΰαįδεά ıυθΪλĲβıβ f, Ĳβμ ηκλφάμ 

( , ) ( , ) ( , ),f x y u x y iv x y z x iy    . 

ǼφαλησακθĲαμ Ĳκθ κλδıησ Ĳβμ παλαΰυΰκυ ΰδα θα İζΫΰικυηİ Ĳβθ παλαΰπΰδıδησĲβĲα Ĳβμ, f 

παέλθκυηİ  

0
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) lim ,

x
y

df u x x y y iv x x y y u x y iv x y
f z z x iy

dz x i y 
 

              
  

. 

Γδα θα υπΪλξİδ β παλΪΰπΰκμ γα πλΫπİδ Ĳκ παλαπΪθπ σλδκ θα İέθαδ Ĳκ έįδκ ΰδα σζκυμ Ĳκυμ įυθαĲκτμ 
Ĳλσπκυμ εαĲΪ Ĳκυμ κπκέκυμ Ĳκ ǻz=ǻx+iǻy Ĳİέθİδ ıĲκ ηβįΫθ. ΤπκζκΰέακθĲαμ Ĳκ σλδκ αθ ǻz Ĳİέθİδ 
ıĲκ ηβįΫθ εαĲΪ Ĳβθ εαĲİτγυθıβ Ĳκυ Ϊικθα x, įβζαįά ΰδα ǻx0, ǻy=0, ίλέıεκυηİ 

0
0

( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )]
lim
x
y

df u x x y u x y i v x x y v x y u v
i

dz x x x 
 

        
  

  
.  (3) 

ΤπκζκΰέακθĲαμ Ĳκ σλδκ αθ ǻz Ĳİέθİδ ıĲκ ηβįΫθ εαĲΪ Ĳβθ εαĲİτγυθıβ Ĳκυ Ϊικθα y, įβζαįά ǻx=0,  

ǻy0, ίλέıεκυηİ 

0
0

( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )]
lim
x
y

df u x y y u x y i v x y y v x y u v
i

dz i y y y 
 

        
   

  
. (4) 

ǹθ β ıυθΪλĲβıβ f İέθαδ παλαΰπΰέıδηβ Ĳα įτκ παλαπΪθπ σλδα γα πλΫπİδ θα İέθαδ έıα (Ĳσıκ Ĳα 

πλαΰηαĲδεΪ σıκ εαδ Ĳα φαθĲαıĲδεΪ ηΫλβ Ĳκυμ), įβζαįά γα πλΫπİδ θα δıξτκυθ  

u v

x y

 


 
,    

u v

y x

 
 

 
.  (5) 

Οδ παλαπΪθπ ıυθγάεİμ, (5), İέθαδ ΰθπıĲΫμ πμ ıυθγάεİμ Cauchy-Riemann (C-R). ΠαλαĲβλάıĲİ σĲδ 
κδ ıυθγάεİμ αυĲΫμ İέθαδ αθαΰεαέİμ ΰδα θα İέθαδ ηδα ıυθΪλĲβıβ παλαΰπΰέıδηβ (ηİ Ϊζζα ζσΰδα, αθ 
įİθ δıξτκυθ κδ C-R β f įİθ İέθαδ παλαΰπΰέıδηβ), σξδ σηπμ εαδ δεαθΫμ (υπκζκΰέıĲβεαθ 
ξλβıδηκπκδυθĲαμ įτκ ησθκ εαĲİυγτθıİδμ εαĲΪ Ĳδμ κπκέİμ ǻz0). Μπκλİέ θα απκįİδξγİέ σĲδ ΰδα θα 

İέθαδ β ıυθΪλĲβıβ παλαΰπΰέıδηβ γα πλΫπİδ σξδ ησθκ θα δıξτκυθ κδ C-R αζζΪ εαδ σζİμ κδ ηİλδεΫμ 
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παλΪΰπΰκδ πκυ İηπζΫεκθĲαδ ıİ αυĲΫμ θα İέθαδ ıυθİξİέμ ıυθαλĲάıİδμ Ĳπθ x εαδ y. Άλα ηπκλκτηİ θα 

εαĲαζάικυηİ ıĲκ İιάμ ελδĲάλδκ ΰδα Ĳκθ Ϋζİΰξκ Ĳβμ παλαΰπΰδıδησĲβĲαμ:   

Μδα ıυθΪλĲβıβ f(z) İέθαδ παλαΰπΰέıδηβ πμ πλκμ z=x+iy αθ: 

(α) δıξτκυθ κδ ıυθγάεİμ C-R,  

(ί) κδ ηİλδεΫμ παλΪΰπΰκδ , , ,
u v u v

x y y x

   
   

İέθαδ ıυθİξİέμ ıυθαλĲάıİδμ Ĳπθ x εαδ y. 

Η παλΪΰπΰσμ Ĳβμ f ĲσĲİ įέθİĲαδ İέĲİ απσ Ĳκθ Ĳτπκ (3) İέĲİ απσ Ĳκθ (4) (ĲİζİυĲαέα ηΫζβ), įβζαįά 

df u v u v
i i

dz x x y y

   
    
   

.  (6) 

ΕφαȡȝȠγȒ: ΧλβıδηκπκδάıĲİ Ĳδμ ıυθγάεİμ C-R ΰδα θα İιİĲΪıİĲİ Ĳβθ παλαΰπΰδıδησĲβĲα εαδ θα 

ίλİέĲİ Ĳβθ παλΪΰπΰκ Ĳβμ ıυθΪλĲβıβμ f(z)=e
z
. 

 

ΓİθδεΪ, ηπκλİέ θα απκįİδξγİέ (ξλβıδηκπκδυθĲαμ İέĲİ Ĳκθ κλδıησ İέĲİ Ĳδμ ıυθγάεİμ C-R) σĲδ αθ ηδα 

ıυθΪλĲβıβ f πİλδΫξİδ ıĲβ ıυθαλĲβıδαεά Ĳβμ Ϋεφλαıβ Ĳκ z*
 β ıυθΪλĲβıβ įİθ İέθαδ παλαΰπΰέıδηβ 

πμ πλκμ z. ǹθ πİλδΫξİδ ησθκ Ĳκ z, ηπκλİέ θα ΰλαφİέ įβζαįά ıĲβ ηκλφά f=f(z), ĲσĲİ β ıυθΪλĲβıβ 

İέθαδ παλαΰπΰέıδηβ αθ İέθαδ παλαΰπΰέıδηβ β αθĲέıĲκδξβ πλαΰηαĲδεά ıυθΪλĲβıβ f(x). Η 

παλαΰυΰδıβ Ĳβμ f(z) ĲσĲİ αεκζκυγİέ Ĳκυμ εαθσθİμ παλαΰυΰδıβμ πκυ İέθαδ ΰθπıĲκέ απσ Ĳδμ 
πλαΰηαĲδεΫμ ıυθαλĲάıİδμ. Σκ ΰİΰκθσμ αυĲσ πλκıφΫλİδ Ϋθαθ İπδπζΫκθ Ĳλσπκ/ελδĲάλδκ ΰδα θα 

İιİĲΪıİδ εαθİέμ αθ ηδα ıυθΪλĲβıβ İέθαδ παλαΰπΰέıδηβ εαδ θα ίλİδ Ĳβθ παλΪΰπΰσ Ĳβμ. 
 

ΕφαȡȝȠγȒ: ΧλβıδηκπκδάıĲİ Ĳδμ ıυθγάεİμ C-R ΰδα θα įİέιİĲİ σĲδ β ıυθΪλĲβıβ f(z)=x+2ixy įİθ İέθαδ 
παλαΰπΰέıηβ. ΚαĲσπδθ İεφλΪıĲİ Ĳβθ f(z) ηΫıπ Ĳπθ z εαδ z*

 (ζαηίΪθκθĲαμ υπσοβ σĲδ x=(z+z
*
)/2, 

y=(z-z
*
)/2i) εαδ ξλβıδηκπκδάıĲİ Ĳκ ελδĲάλδκ Ĳβμ πλκβΰκτηİθβμ παλαΰλΪφκυ ΰδα θα απκφαθγİέĲİ ΰδα 

Ĳβθ παλαΰπΰδıδησĲβĲα Ĳβμ ıυθΪλĲβıβμ.  
 

ǹθαφΫλαηİ παλαπΪθπ σĲδ αθ ηδα ıυθΪλĲβıβ f(z) ΰλΪφİĲαδ πμ ıυθΪλĲβıβ ησθκ Ĳκυ z (εαδ σξδ Ĳκυ 
z

*
) εαδ İέθαδ παλαΰπΰέıδηβ, ĲσĲİ δıξτκυθ ΰδα αυĲάθ κδ εαθσθİμ παλαΰυΰδıĲβμ Ĳπθ πλαΰηαĲδευθ 
ıυθαλĲάıİπθ. Μπκλİέ θα απκįİδξγİέ įβζαįά σĲδ  

z zd
e e

dz
 ,   1n nd

z nz
dz

 , n αεΫλαδκμ,  sin cos
d

z z
dz

 , cos sin
d

z z
dz

  . 

 

ΕφαȡȝȠγȒ: ΧλβıδηκπκδάıĲİ Ĳκθ κλδıησ Ĳβμ παλαΰυΰκυ ΰδα θα İζΫΰιİĲİ Ĳβθ παλαΰπΰδıδησĲβĲα εαδ 
θα ίλİέĲİ Ĳβθ παλΪΰπΰκ Ĳπθ ıυθαλĲάıİπθ f(z)=z

n
 (n γİĲδεσμ αεΫλαδκμ) εαδ g(z)=1/z. 

 

ǹȞαȜυĲȚțȑȢ ıυȞαȡĲȒıİȚȢ țαȚ αȞȫȝαȜα ıȘȝİȓα ıυȞαȡĲȒıİωȞ 
ǹθ ηδα ıυθΪλĲβıβ f(z) İέθαδ ηκθσĲδηβ εαδ παλαΰπΰέıδηβ ıİ ηδα πİλδκξά Ĳκυ ηδΰαįδεκτ İπδπΫįκυ, 
ĲσĲİ β ıυθΪλĲβıβ ζΫΰİĲαδ αȞαȜυĲȚțȒ ıĲβθ πİλδκξά αυĲά. ǹθ β f İέθαδ αθαζυĲδεά ıİ κζσεζβλκ Ĳκ 

ηδΰαįδεσ İπέπİįκ ĲσĲİ κθκηΪαİĲαδ αțİȡαȓα (entire). 

Σα ıβηİέα ıĲα κπκέα β ıυθΪλĲβıβ f İέθαδ αθαζυĲδεά κθκηΪακθĲαδ ȠȝαȜȐ ıȘȝİȓα Ĳβμ f, İθυ İεİέθα 

ıĲα κπκέα β f įİθ İέθαδ αθαζυĲδεά ζΫΰκθĲαδ αȞȫȝαȜα ıȘȝİȓα. Γδα παλΪįİδΰηα, β ıυθΪλĲβıβ f(z)=1/z 
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İέθαδ αθαζυĲδεά παθĲκτ İεĲσμ απσ Ĳκ ıβηİέκ z0=0, Ĳκ κπκέκ İέθαδ Ĳκ ηκθαįδεσ αθυηαζκ ıβηİέκ Ĳβμ 
ıυθΪλĲβıβμ. 

Σα αθυηαζα ıβηİέα ηδαμ ıυθΪλĲβıβμ f(z) ηπκλκτθ θα εαĲβΰκλδκπκδβγκτθ ıİ ıβηİέα:  

(i) απȠȝȠȞωȝȑȞȘȢ αȞωȝαȜȓαȢ˙ Ϋθα ıβηİέκ z0 İέθαδ ıβηİέκ απκηκθπηΫθβμ αθπηαζέαμ Ĳβμ f - εαδ 
ζΫηİ σĲδ β f Ϋξİδ απκηκθπηΫθβ αθπηαζέα ıĲκ z0 - σĲαθ ΰδα σζα Ĳα Ϊζζα ıβηİέα ıĲβθ 
ΰİδĲκθδΪ Ĳκυ z0 β ıυθΪλĲβıβ İέθαδ αθαζυĲδεά), π.ξ. Ĳκ z0=0 İέθαδ ıβηİέκ απκηκθπηΫθβμ 
αθπηαζέαμ Ĳβμ f(z)=1/z˙  

(ii) ȝȘ απȠȝȠȞωȝȑȞȘȢ αȞωȝαȜȓαȢ (αθ įİθ İέθαδ απκηκθπηΫθβ). Συπδεσ παλΪįİδΰηα ηβ 

απκηκθπηΫθβμ αθπηαζέαμ İέθαδ β Ĳκηά ηδΰαįδεάμ ıυθΪλĲβıβμ, ıĲβθ κπκέα β ıυθΪλĲβıβ 

įİθ İέθαδ ηκθσĲδηβ. 

Μπκλİέ θα απκįİδξγİέ σĲδ κδ ıυθάγİδμ ıυθαλĲάıİδμ (πκζυπθυηδεΫμ, İεγİĲδεΫμ, ĲλδΰπθκηİĲλδεΫμ εαδ 
υπİλίκζδεΫμ) İέθαδ αθαζυĲδεΫμ παθĲκτ, İεĲσμ απσ Ĳα ıβηİέα ıĲα κπκέα ηβįİθέαİĲαδ κ 
παλκθκηαıĲάμ Ĳκυμ. 

Σα απκηκθπηΫθα αθυηαζα ıβηİέα ηπκλκτθ θα įδαελδγκτθ ıİ Ĳλİδμ πİλİĲαέλπ εαĲβΰκλέİμ: 

(α) πσζκυμ, 
(ί) ıβηİέα κυıδυįκυμ αθπηαζέαμ, 
(ΰ) ıβηİέα αδλσηİθβμ αθπηαζέαμ 

Έθα απκηκθπηΫθκ αθυηαζκ ıβηİέκ z0 ζΫΰİĲαδ πȩȜȠȢ ηδαμ ıυθΪλĲβıβμ f(z) αθ β ıυθΪλĲβıβ ηπκλİέ 
θα ΰλαφİέ ıĲβ ηκλφά  

0

( )
( )

( )k

g z
f z

z z



, σπκυ g(z) αθαζυĲδεά ıĲκ z0 εαδ k γİĲδεσμ αεΫλαδκμ. 

Ο k ĲσĲİ κθκηΪαİĲαδ ĲȐȟȘ ĲȠυ πȩȜȠυ. Έθαμ δıκįτθαηκμ κλδıησμ ΰδα Ĳκθ πσζκ İέθαδ κ İιάμ: Σκ z0 

ζΫΰİĲαδ πσζκμ ĲΪιβμ k Ĳβμ f(z) αθ  

0
0lim[ ( )( ) ] . 0k

z z
f z z z ȑ


     . 

Π.ξ. β f(z)=1/(z-i)
2
 Ϋξİδ πσζκ ĲΪιβμ 2 ıĲκ i. Η f(z)=1/[(z-1)

2
(z+i)] Ϋξİδ įτκ πσζκυμ: Ĳκ 1, Ĳκ κπκέκ 

İέθαδ πσζκμ ĲΪιβμ 2, εαδ Ĳκ -i Ĳκ κπκέκ İέθαδ πσζκμ ĲΪιβμ 1. 

Οδ πσζκδ παέακυθ εαέλδκ λσζκ ıĲκθ υπκζκΰδıησ Ĳκυ κζκεζβλυηαĲκμ ηδαμ ηδΰαįδεάμ ıυθΪλĲβıβμ, 
σππμ γα ıυαβĲβγİέ ıĲκ İπσηİθκ εİφΪζαδκ. 

Έθα απκηκθπηΫθκ αθυηαζκ ıβηİέκ z0 ζΫΰİĲαδ ıβηİέκ ȠυıȚȫįȠυȢ αȞωȝαȜȓαȢ αθ įİθ υπΪλξİδ 
αεΫλαδκμ k υıĲİ 

0
0lim [ ( )( ) ]k

z z
f z z z ȑ


    . Π.ξ. Ĳκ z0=0 İέθαδ ıβηİέκ κυıδυįκυμ 

αθπηαζέαμ Ĳβμ ıυθΪλĲβıβμ 1/( ) zf z e . 

Έθα ıβηİέκ z0 ζΫΰİĲαδ ıβηİέκ αȚȡȩȝİȞȘȢ αȞωȝαȜȓαȢ αθ β αθπηαζέα αέλİĲαδ παέλθκθĲαμ Ĳκ σλδκ 

0

lim ( )
z z

f z


. Π.ξ. β ıυθΪλĲβıβ f(z)=sin(z)/z Ϋξİδ αδλσηİθβ αθπηαζέα ıĲκ z0=0. 

 ȅȜοțȜȒȡωȝα ıυȞȐȡĲȘıȘȢ ȝȚȖαįȚțȒȢ ȝİĲαȕȜȘĲȒȢ 
Σα κζκεζβλυηαĲα ηδΰαįδευθ ıυθαλĲάıİπθ κλέακθĲαδ αθΪζκΰα ηİ İεİέθα Ĳπθ πλαΰηαĲδευθ 
ıυθαλĲάıİπθ. Η įδαφκλΪ İįυ İέθαδ σĲδ παλΪζζβζα ηİ Ĳα σλδα Ĳβμ κζκεζάλπıβμ γα πλΫπİδ θα 
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įέįİĲαδ İπέıβμ εαδ κ įλσηκμ κζκεζάλπıβμ, εαγσĲδ ıĲκ İπέπİįκ Ĳπθ ηδΰαįδευθ κ įλσηκμ πκυ İθυθİδ 
įτκ ıβηİέα z1 εαδ z2 įİθ İέθαδ ηκθαįδεσμ (ίζ. ΢ξ. 2). 

΢ξ. 2: ΢Ĳβθ İυγİέα Ĳπθ πλαΰηαĲδευθ (αλδıĲİλσ ıξάηα) υπΪλξİδ Ϋθαμ εαδ ηκθαįδεσμ įλσηκμ ΰδα θα φĲΪıİδμ 
απσ Ĳκ ıβηİέκ x1 ıĲκ x2. ΢Ĳκ İπέπİįκ Ĳπθ ηδΰαįδευθ (įİιδσ ıξάηα) υπΪλξκυθ Ϊπİδλκδ įλσηκδ ΰδα θα φĲΪıİδμ 
απσ Ĳκ ıβηİέκ z1 ıĲκ z2. 

Ǽθ ΰΫθİδ, Ϋθα ηδΰαįδεσ κζκεζάλπηα γα İέθαδ Ĳβμ ηκλφάμ 
2

1

( ) ,

z

z

f z dz dz dx idy  . 

ǹθ κ įλσηκμ κζκεζάλπıβμ, ΫıĲπ c, ηπκλİέ θα İεφλαıĲİέ ηΫıπ ηδαμ ηκθαįδεάμ πλαΰηαĲδεάμ 
παλαηΫĲλκυ, t, įβζαįά ΰδα Ĳα z πκυ ίλέıεκθĲαδ πΪθπ ıĲκ įλσηκ c δıξτİδ z=z(t)=x(t)+iy(t), Ĳκ 
κζκεζάλπηα ηπκλİέ θα İεφλαıĲİέ ηΫıπ Ĳκυ t εαδ θα υπκζκΰδıĲİέ ηİ ηİγσįκυμ ΰθπıĲΫμ απσ Ĳβ 

γİπλέα Ĳπθ πλαΰηαĲδευθ κζκεζβλπηΪĲπθ.  Θα İέθαδ įβζαįά  

2 2

1 1

( ) ( ( ))

z t

z t

dz
f z dz f z t dt

dt
  . 

΢İ πκζζΫμ πİλδπĲυıİδμ αυĲά β ηκθαįδεά παλΪηİĲλκμ t ηπκλİέ θα ĲαυĲέαİĲαδ ηİ εΪπκδα απσ Ĳδμ 
ıυθĲİĲαΰηΫθİμ Ĳκυ z (εαλĲİıδαθΫμ ά πκζδεΫμ), σππμ φαέθİĲαδ ıĲκ İπσηİθκ παλΪįİδΰηα. 

ȆαȡȐįİȚȖȝα:  ΈıĲπ β ıυθΪλĲβıβ f(z)=z. Να υπκζκΰδıĲİέ Ĳκ κζκεζάλπηΪ Ĳβμ ıĲβθ πİλέπĲπıβ πκυ 
įλσηκμ κζκεζάλπıβμ İέθαδ: (α) Ĳκ βηδετεζδκ εΫθĲλκυ ηβįΫθ εαδ αεĲέθαμ 2, (ί) Ĳκ İυγτΰλαηηκ 

Ĳηάηα πκυ İθυθİδ Ĳα ıβηİέα z1=0 εαδ z2=2+2i. 

΢Ĳβθ πİλέπĲπıβ (α) ίκζİτİδ θα ξλβıδηκπκδάıİδ εαθİέμ πκζδεΫμ ıυθĲİĲαΰηΫθİμ, iz e   , εαγυμ ıĲδμ 
ıυθĲİĲαΰηΫθİμ αυĲΫμ κ įλσηκμ κζκεζάλπıβμ ηπκλİέ θα İεφλαıĲİέ ηΫıπ ησθκ Ĳβμ ηİĲαίζβĲάμ γ. 
Σκ z įβζαįά πΪθπ ıĲκ įλσηκ κζκεζάλπıβμ γα ΰλΪφİĲαδ iz e   , ηİ λ=ıĲαγ.=2, įβζαįά 

2

1

2 2

0 0

( ) ( ) 0

z

i i i

z

f z dz e d e i e d

 
           ,   λ=2. 

΢Ĳβθ πİλέπĲπıβ (ί) κ įλσηκμ κζκεζάλπıβμ ηπκλİέ θα İεφλαıĲİέ ηΫıπ ησθκ Ĳβμ παλαηΫĲλκυ x (ά 

y), εαγυμ πΪθπ ıĲκ įλσηκ y=x. Σκ κζκεζάλπηα įβζαįά γα πΪλİδ Ĳβ ηκλφά  

2

1

22 2 2
2 2 2

0 0 0

( ) ( ) ( ) (1 ) (1 ) 2(1 )
2

z

z

x
f z dz x ix d x ix i xdx i i           . 

x1 x2 

ΠλαΰηαĲδεά İυγİέα 

z1 

z2 

Μδΰαįδεσ İπέπİįκ 

Re(z) 

Im(z) 
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ǹπσ Ĳκ παλαπΪθπ παλΪįİδΰηα ηπκλİέ İτεκζα θα įδαπδıĲυıİδ εαθİέμ σĲδ 
2 1

1 2

( ) ( )

z z

z z

f z dz f z dz   . 

ȆαȡȐįİȚȖȝα:  ΈıĲπ β ıυθΪλĲβıβ f(z)=1/z. Να υπκζκΰδıĲİέ Ĳκ κζκεζάλπηΪ Ĳβμ ıĲβθ πİλέπĲπıβ 

πκυ įλσηκμ κζκεζάλπıβμ, c, İέθαδ κ ετεζκμ εΫθĲλκυ ηβįΫθ εαδ αεĲέθαμ R.   

ΧλβıδηκπκδυθĲαμ Ĳβ įδαįδεαıέα Ĳκυ πλκβΰκτηİθκυ παλαįİέΰηαĲκμ, πİλέπĲπıβ (α), ηπκλİέ İτεκζα 

θα įİδξγİέ σĲδ  
2 2

0 0

1 1
( ) ( ) 2i

i

c c

f z dz dz d Re i d i
z Re

 


          . 

Σκ ıτηίκζκ  įβζυθİδ κζκεζάλπıβ ıİ εζİδıĲσ įλσηκ κ κπκέκμ įδαĲλΫξİĲαδ εαĲΪ Ĳβ γİĲδεά φκλΪ 

(ΘİĲδεά φκλΪ, εαĲΪ ıτηίαıβ, γİπλİέĲαδ β φκλΪ β αθĲέγİĲβ Ĳπθ įİδεĲυθ λκζκΰδκτ.)  ΠαλαĲβλάıĲİ 
σĲδ Ĳκ κζκεζάλπηα İέθαδ αθİιΪλĲβĲκ Ĳβμ αεĲέθαμ Ĳκυ įλσηκυ. ΠαλαĲβλάıĲİ İπέıβμ σĲδ αθ 
įδαĲλΫικυηİ Ĳκ įλσηκ εαĲΪ Ĳβθ αθĲέγİĲβ φκλΪ Ĳκ κζκεζάλπηα αζζΪαİδ πλσıβηκ.   

Σα κζκεζβλυηαĲα ıĲα παλαπΪθπ παλαįİέΰηαĲα υπκζκΰέıĲβεαθ İτεκζα ηİ αζζαΰά ηİĲαίζβĲάμ εαδ 
αθαΰπΰά ıİ πλαΰηαĲδεΪ κζκεζβλυηαĲα. ΢İ πİλδπĲυıİδμ πδκ ıτθγİĲπθ κζκεζβλπηΪĲπθ σηπμ 
(σπκυ İέĲİ β πλκμ κζκεζάλπıβ ıυθΪλĲβıβ İέθαδ πδκ ıτθγİĲβ İέĲİ κ įλσηκμ κζκεζάλπıβμ įİθ İέθαδ 
απζά εαηπτζβ), β παλαπΪθπ įδαįδεαıέα įİθ İέθαδ İτεκζβ ıĲβθ İφαληκΰά Ĳβμ ά ηπκλİέ θα κįβΰİέ 
ıİ ıτθγİĲα πλαΰηαĲδεΪ κζκεζβλυηαĲα.  

΢Ĳβ ıυθΫξİδα, γα αθαφΫλκυηİ κλδıηΫθα ίαıδεΪ γİπλάηαĲα Ĳβμ ηδΰαįδεάμ αθΪζυıβμ πκυ ηαμ 
ίκβγκτθ θα απκφİτΰκυηİ Ĳβθ παλαπΪθπ įδαįδεαıέα εαδ εΪθκυθ Ĳκθ υπκζκΰδıησ ηδΰαįδευθ 
κζκεζβλπηΪĲπθ ıİ εζİδıĲκτμ įλσηκυμ İιαδλİĲδεΪ απζσ. Σα γİπλάηαĲα αυĲΪ ıυθδıĲκτθ Ĳα 

γİηΫζδα Ĳκυ εζΪįκυ Ĳβμ ηδΰαįδεάμ κζκεζάλπıβμ, ΰθπıĲάμ πμ Λκΰδıησμ Ĳπθ Τπκζκέππθ. 

ǺαıȚțȐ șİωȡȒȝαĲα ȁοȖȚıȝοȪ ĲωȞ ΥποȜοȓπωȞ 
ΘİȫȡȘȝα Cauchy: ǹθ ηδα ıυθΪλĲβıβ f(z) İέθαδ αθαζυĲδεά ηΫıα εαδ πΪθπ ıĲκθ εζİδıĲσ įλσηκ c, 

ĲσĲİ  

 ( ) 0
c

f z dz  .  (7) 

ǹθ κ įλσηκμ įİθ İέθαδ εζİδıĲσμ ĲσĲİ Ĳκ κζκεζάλπηα İιαλĲΪĲαδ ησθκ απσ Ĳα Ϊελα Ĳκυ įλσηκυ εαδ 
İέθαδ αθİιΪλĲβĲκ Ĳβμ įδαįλκηάμ. 

Σκ γİυλβηα Ĳκυ Cauchy ηπκλİέ θα ξλβıδηκπκδβγİέ σξδ ησθκ ΰδα Ĳκθ υπκζκΰδıησ κζκεζβλπηΪĲπθ 
πκυ İέθαδ αθαζυĲδεΫμ παθĲκτ ηΫıα ıİ ηδα πİλδκξά, αζζΪ εαδ ΰδα Ĳκθ υπκζκΰδıησ κζκεζβλπηΪĲπθ 
ηİ πİπİλαıηΫθκυμ πσζκυμ ıĲβ πİλδκξά αυĲά. ΢Ĳβ įİτĲİλβ πİλέπĲπıβ ηπκλİέ θα ξλβıδηκπκδβγİέ ΰδα 

θα απζκπκδάıİδ ıβηαθĲδεΪ Ĳκ įλσηκ κζκεζάλπıβμ, ηΫıπ ηδαμ įδαįδεαıέαμ ΰθπıĲάμ πμ 
παλαησλφπıβ Ĳκυ įλσηκυ κζκεζάλπıβμ, Ĳβθ κπκέα πİλδΰλΪφκυηİ αηΫıπμ παλαεΪĲπ. 

ȆαȡαȝȩȡφωıȘ įȡȩȝȠυ ȠȜȠțȜȒȡωıȘȢ: ΈıĲπ ηδα ıυθΪλĲβıβ f(z) αθαζυĲδεά ηΫıα εαδ πΪθπ ıĲκθ 
εζİδıĲσ įλσηκ c Ĳκυ ΢ξάηαĲκμ 3, İεĲσμ απσ Ĳκ ıβηİέκ z ıĲκ κπκέκ β ıυθΪλĲβıβ Ϋξİδ πσζκ. 

ΧλβıδηκπκδυθĲαμ Ĳκ γİυλβηα Ĳκυ Cauchy ηπκλİέ İτεκζα θα įİδξγİέ σĲδ Ĳκ κζκεζάλπηα Ĳβμ f 

πΪθπ ıĲκθ c δıκτĲαδ ηİ Ĳκ κζκεζάλπηΪ Ĳβμ πΪθπ ıĲκθ ετεζκ Γ ηİ εΫθĲλκ Ĳκθ πσζκ z. Γδα θα Ĳκ 

įİέικυηİ αυĲσ παλαηκλφυθκυηİ Ĳκ įλσηκ κζκεζάλπıβμ  σππμ φαέθİĲαδ ıĲκ ΢ξ. 3, πβΰαέθκθĲαμ 
απσ Ĳκθ αλξδεσ εζİδıĲσ įλσηκ c: A´ǹǺǹ´ ıĲκθ πδκ ıτθγİĲκ εζİδıĲσ įλσηκ c´: ǹ´ǹ´´ǻǹ´´´ǹǺǹ´ κ 
κπκέκμ πİλδεζİέİδ Ĳβ ΰλαηηκıεδαıηΫθβ πİλδκξά. ΢τηφπθα ηİ Ĳκ γİυλβηα Ĳκυ Cauchy Ĳκ 
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κζκεζάλπηα Ĳβμ f ıĲκθ c´ İέθαδ ηβįΫθ, αφκτ β ıυθΪλĲβıβ įİθ Ϋξİδ πσζκυμ ıĲβθ πİλδκξά 

κζκεζάλπıβμ. Όηπμ 
''

' '''
'

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
A A

A A
c c

f z dz f z dz f z dz f z dz f z dz


          =0. 

΢Ĳκ σλδκ πκυ Ĳα İυγτΰλαηηα ĲηάηαĲα ǹ´ǹ´´ εαδ ǹ´´´ǹ ıυηπέπĲκυθ, β παλαπΪθπ ıξΫıβ κįβΰİέ 
ıĲβθ ( ) ( )

c

f z dz f z dz


   . ΈĲıδ Ĳκ κζκεζάλπηα Ĳβμ f ıĲβ ıτθγİĲβ εαηπτζβ c αθΪΰİĲαδ ıİ 

κζκεζάλπηα πΪθπ ıİ ηδα πκζτ απζκτıĲİλβ εαηπτζβ, Ĳκθ ετεζκ Γ. ΢Ĳβθ πİλέπĲπıβ πκυ β αεĲέθα 

Ĳκυ ετεζκυ Γ Ĳİέθİδ ıĲκ ηβįΫθ Ĳκ κζκεζάλπηα Ĳβμ f πΪθπ ıĲκθ Γ įδαδλİηΫθκ ηİ 2πi Ĳİέθİδ ıİ Ϋθαθ 
αλδγησ πκυ κθκηΪαİĲαδ κζκεζβλπĲδεσ υπσζκδπκ Ĳβμ f πΪθπ ıĲκθ πσζκ z. 

 

΢ξ. 3: Μİ παλαησλφπıβ Ĳκυ įλσηκυ κζκεζάλπıβμ 
(κ εζİδıĲσμ įλσηκμ c: A´ǺAǹ´ παλαηκλφυθİĲαδ ıĲκ 
įλσηκ c´: ǹ´ǹ´´ǻǹ´´´ǹǺǹ´) εαδ ξλβıδηκπκδυθĲαμ 
Ĳκ γİυλβηα Ĳκυ Cauchy ηπκλİέ İτεκζα θα įİδξγİέ 
σĲδ Ĳκ κζκεζάλπηα ηδαμ ıυθΪλĲβıβμ f πΪθπ ıĲβθ 
εζİδıĲά εαηπτζβ c, ηΫıα ıĲβθ κπκέα β f Ϋξİδ πσζκ 
ıĲκ z δıκτĲαδ ηİ Ĳκ κζκεζάλπηα Ĳβμ f πΪθπ ıĲκθ 
ετεζκ Γ. Σκ κζκεζάλπηα αυĲσ, ıĲκ σλδκ πκυ r0 

δıκτĲαδ ηİ 2πi İπέ Ĳκ κζκεζβλπĲδεσ υπσζκδπκ Ĳβμ f. 

  

ǻβζαįά Ĳκ ȠȜȠțȜȘȡωĲȚțȩ υπȩȜȠȚπȠ ηδαμ ıυθΪλĲβıβμ f(z) πΪθπ ıİ Ϋθαθ πσζκ z0, Ĳκ κπκέκ 

ıυηίκζέαİĲαδ ηİ 
0

Res ( )
z z

f z


, κλέαİĲαδ πμ  

0

1
Res ( ) ( )

2z z
f z f z dz

i



  ,  (8) 

σπκυ Ĳκ ΰ İέθαδ ετεζκμ απİδλκıĲΪ ηδελάμ αεĲέθαμ ηİ εΫθĲλκ Ĳκ z0. 

΢τηφπθα ηİ Ĳα παλαπΪθπ (ίζ. İπέıβμ ΢ξ. 3) Ĳκ κζκεζάλπηα ηδαμ ıυθΪλĲβıβμ ıİ κπκδαįάπκĲİ 
εζİδıĲά εαηπτζβ, c, ıĲβθ κπκέα β ıυθΪλĲβıβ Ϋξİδ Ϋθαθ πσζκ, ΫıĲπ ıĲκ z0, δıκτĲαδ ηİ 2πi İπέ Ĳκ 
κζκεζβλπĲδεσ υπσζκδπκ Ĳβμ ıυθΪλĲβıβμ πΪθπ ıĲκθ πσζκ. Ιıξτİδ įβζαįά σĲδ 

0

( ) 2 Res ( )
z z

c

f z dz i f z


  .  (9) 

Σκ κζκεζβλπĲδεσ αυĲσ υπσζκδπκ ıĲβθ πİλέπĲπıβ απζκτ πσζκυ ηπκλİέ θα υπκζκΰδıĲİέ İτεκζα 

ξλβıδηκπκδυθĲαμ Ĳκ παλαεΪĲπ γİυλβηα/Ĳτπκ, ΰθπıĲσ πμ κζκεζβλπĲδεσ Ĳτπκ Ĳκυ Cauchy. 

ȅȜȠțȜȘȡωĲȚțȩȢ ĲȪπȠȢ ĲȠυ Cauchy: ΈıĲπ β ıυθΪλĲβıβ 
0

( )
( )

g z
f z

z z



 ηİ g(z) αθαζυĲδεά ηΫıα εαδ 

πΪθπ ıİ εζİδıĲσ įλσηκ c  κ κπκέκμ πİλδεζİέİδ Ĳκ ıβηİέκ z0. ΣσĲİ  

0

0

( )
2 ( )

c

g z
dz ig z

z z
 

  . (10) 
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Ο Ĳτπκμ Ĳκυ Cauchy ηαμ ίκβγΪİδ θα υπκζκΰέıκυηİ κζκεζβλυηαĲα ıυθαλĲάıİπθ ηİ Ϋθαθ απζσ 

πσζκ ıĲβθ πİλδκξά κζκεζάλπıβμ. ΠλΪΰηαĲδ, β 
0

( )
( )

g z
f z

z z



Ϋξİδ απζσ πσζκ ıĲκ ıβηİέκ z0. 

ǼεφλΪακθĲαμ Ĳκθ Ĳτπκ Ĳκυ Cauchy ηΫıπ Ĳβμ f, παέλθκυηİ 

0
0 0

0

( )
( ) 2 ( ) 2 lim[ ( )( )]

z z
c c

g z
f z dz dz ig z i f z z z

z z 
     

   .  (11) 

ǹθĲδπαλαίΪζζκθĲαμ Ĳκυμ Ĳτπκυμ (9) εαδ (11), ηπκλİέ εαθİέμ θα įİδ İτεκζα σĲδ ıĲβθ πİλέπĲπıβ  

απζκτ πσζκυ (πσζκυ ĲΪιβμ 1) δıξτİδ 

00

0Res ( ) lim[ ( )( )]
z zz z

f z f z z z


  .  (12) 

Ο Ĳτπκμ (12) įέθİδ Ϋθαθ İτεκζκ Ĳλσπκ υπκζκΰδıηκτ Ĳκυ κζκεζβλπĲδεκτ υπκζκέπκυ ıυθΪλĲβıβμ ıİ 
πσζκ πλυĲβμ ĲΪιβμ, Ϊλα εαδ Ĳκυ κζκεζβλυηαĲκμ ıυθΪλĲβıβμ ıİ εζİδıĲά įδαįλκηά πκυ πİλδεζİέİδ 
Ĳκθ πσζκ. 

ΕφαȡȝȠγȒ:  ΤπκζκΰέıĲİ ξλβıδηκπκδυθĲαμ Ĳα παλαπΪθπ γİπλάηαĲα Ĳκ κζκεζάλπηα Ĳβμ f(z)=e
z
/z 

εαĲΪ ηάεκμ εζİδıĲάμ įδαįλκηάμ πκυ (α) πİλδεζİέİδ Ĳκ ηβįΫθ, (ί) įİθ πİλδεζİέİδ Ĳκ ηβįΫθ. 

ǹθαįδαĲΪııκθĲαμ Ĳκθ Ĳτπκ Ĳκυ Cauchy πμ  

1 ( )
( )

2
c

g z
g w dz

i z w


   

εαδ παλαΰπΰέακθĲαμ πμ πλκμ w παέλθκυηİ  

2

( ) 1 ( ) 1 1 1 ( )
( )

2 2 2 ( )
c c c

dg w d g z d g z
dz dzg z dz

dw i dw z w i dw z w i z w
  

          . 

ΠαλαΰπΰέακθĲαμ n φκλΫμ εαĲαζάΰκυηİ ıĲκθ ĲȪπȠ ĲȘȢ παȡαγȫγȠυ ĲȠυ Cauchy 

( )

0 1

0

! ( )
( )

2 ( )

n

n

c

n g z
g z dz

i z z 
  .  (13) 

Ο Ĳτπκμ αυĲσμ ηαμ ίκβγΪİδ θα υπκζκΰέıκυηİ Ĳκ κζκεζβλπĲδεσ υπσζκδπκ ıυθΪλĲβıβμ ıİ πσζκ 
κπκδαįάπκĲİ ĲΪιβμ ηΫıα ıĲβθ πİλδκξά κζκεζάλπıβμ. ΠλΪΰηαĲδ, ΫıĲπ β ıυθΪλĲβıβ f ηİ πσζκ n 

ĲΪιβμ ıĲκ ıβηİέκ z0.  Η ıυθΪλĲβıβ ĲσĲİ γα ΰλΪφİĲαδ  

0

( )
( )

( )n

g z
f z

z z



, 

σπκυ β g(z) İέθαδ αθαζυĲδεά ıĲκ z0 εαδ ΰτλπ απσ αυĲσ. ΣσĲİ Ĳκ κζκεζάλπηα Ĳβμ ıυθΪλĲβıβμ ıİ 
ετεζκ γ απİδλκıĲάμ αεĲέθαμ ηİ εΫθĲλκ Ĳκ z0 (πκυ İέθαδ İι κλδıηκτ έıκ ηİ 2πi

0

Res ( )
z z

f z


)  γα 

ΰλΪφİĲαδ  

00

1
( 1)

0 01

0

1 ( ) 2 2
( ) 2 Res ( ) ( ) lim [ ( )( ) ]

2 ( ) ( 1)! ( 1)!

n
n n

n nz zz z

g z i i d
f z dz i f z dz g z f z z z

i z z n n dz





 

 
     

      , (14) 

Ϊλα Ĳκ κζκεζβλπĲδεσ υπσζκδπκ ıİ πσζκ ĲΪιβμ n γα įέįİĲαδ απσ Ĳκθ Ĳτπκ  
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00

1

01

1
Res ( ) lim [ ( )( ) ]

( 1)!

n
n

nz zz z

d
f z f z z z

n dz




 


.   (15) 

Γδα n=1 κ Ĳτπκμ (15) εαĲαζάΰİδ ıĲκθ (12).  

ΈξκθĲαμ υπκζκΰέıİδ Ĳκ κζκεζβλπĲδεσ υπσζκδπκ ıυθΪλĲβıβμ ıİ πσζκ Ĳυξαέαμ ĲΪιβμ, ηπκλκτηİ θα 

πλκξπλάıκυηİ ıĲκ γİυλβηα Ĳπθ υπκζκέππθ, Ĳκ κπκέκ απκĲİζİέ ΰİθέεİυıβ Ĳκυ Ĳτπκυ (9) εαδ İέθαδ 
Ĳκ İπδıĲΫΰαıηα Ĳκυ ζκΰδıηκτ Ĳπθ Τπκζκέππθ.  

ΘİώȡȘȝα ΥποȜοȓπωȞ: ΈıĲπ ηδα ıυθΪλĲβıβ f αθαζυĲδεά ηΫıα εαδ πΪθπ ıİ εζİδıĲσ įλσηκ c, 

İεĲσμ απσ πİπİλαıηΫθκ αλδγησ πσζπθ ıĲα ıβηİέα zk, k=1,2…n, πκυ πİλδεζİέκθĲαδ απσ Ĳκθ įλσηκ 
(εαδ įİθ İέθαδ πΪθπ ıĲκθ c).  ΣσĲİ Ĳκ κζκεζάλπηα Ĳβμ ıυθΪλĲβıβμ f πΪθπ ıĲκθ įλσηκ c γα įέθİĲαδ 
απσ Ĳκθ Ĳτπκ 

1

( ) 2 Res ( )
k

n

z z
kc

f z dz i f z




   .  (16) 

Σα κζκεζβλπĲδεΪ υπσζκδπα ıĲκθ Ĳτπκ (16) υπκζκΰέακθĲαδ ηΫıπ Ĳβμ ıξΫıβμ (15). (ȆȡȠıȠχȒ:  Μσθκ 
κδ πσζκδ πκυ ίλέıεκθĲαδ ηΫıα ıĲβθ πİλδκξά κζκεζάλπıβμ ıυθİδıφΫλκυθ ıĲκ κζκεζάλπηα Ĳκυ 
Ĳτπκυ (16).) 

ΕφαȡȝȠγȒ: ΧλβıδηκπκδάıĲİ Ĳκ ζκΰδıησ Ĳπθ υπκζκέππθ ΰδα θα υπκζκΰέıİĲİ Ĳα κζκεζβλυηαĲα Ĳπθ 
παλαεΪĲπ ıυθαλĲάıİπθ, σĲαθ κ įλσηκμ κζκεζάλπıβμ, c, İέθαδ κ ετεζκμ εΫθĲλκυ ηβįΫθ εαδ 
αεĲέθαμ 3. 

2( 1)( )

ze

z z i 
,   

2( ) ( 4)

z

z i z 
,   

2

2( 1)

z

z 
,   

2( 4)

ize

z 
. 

 

ΥποȜοȖȚıȝȩȢ πȡαȖȝαĲȚțȫȞ οȜοțȜȘȡωȝȐĲωȞ ȝİ ȝȚȖαįȚțȒ οȜοțȜȒȡωıȘ 

Σα παλαπΪθπ γİπλάηαĲα εΪθκυθ Ĳκθ υπκζκΰδıησ ηδΰαįδευθ κζκεζβλπηΪĲπθ ıİ εζİδıĲκτμ 
įλσηκυμ πλσίζβηα ıξİĲδεΪ ĲİĲλδηηΫθκ. Η πλαΰηαĲδεά įτθαηβ σηπμ Ĳκυ ζκΰδıηκτ Ĳπθ υπκζκέππθ 
ΫΰεİδĲαδ σξδ ησθκ ıĲκ σĲδ πλκıφΫλİδ Ϋθαθ İτεκζκ Ĳλσπκ υπκζκΰδıηκτ ηδΰαįδευθ κζκεζβλπηΪĲπθ 
αζζΪ εαδ ıĲκ σĲδ ηπκλİέ θα ξλβıδηκπκδβγİέ εαδ ΰδα Ĳκθ υπκζκΰδıησ εΪπκδπθ πλαΰηαĲδευθ 
κζκεζβλπηΪĲπθ κ κπκέκμ İέθαδ πκζτ įτıεκζκ (εαδ ıİ κλδıηΫθİμ πİλδπĲυıİδμ αįτθαĲκθ) θα ΰέθİδ ηİ 
Ϊζζİμ ηİγσįκυμ. 

ΚαĲβΰκλέİμ πλαΰηαĲδευθ κζκεζβλπηΪĲπθ πκυ υπκζκΰέακθĲαδ İτεκζα ηΫıπ Ĳκυ ζκΰδıηκτ Ĳπθ 
υπκζκέππθ İέθαδ κδ İιάμ: 

ǹ. ΟζκεζβλυηαĲα ĲλδΰπθκηİĲλδευθ ıυθαλĲάıİπθ, Ĳβμ ηκλφάμ 

 
2

0

(sin ,cos )F d



   , F λβĲά ıυθΪλĲβıβ. 

Ǻ.  ΟζκεζβλυηαĲα ηİ Ϊπİδλα σλδα, Ĳβμ ηκλφάμ 

( )iaxe R x dx




 , σπκυ α πλαΰηαĲδεσμ αλδγησμ εαδ R(x) λβĲά ıυθΪλĲβıβ Ĳκυ x. 
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΢Ĳβ ıυθΫξİδα γα αθαπĲτικυηİ Ĳκθ Ĳλσπκ υπκζκΰδıηκτ Ĳπθ παλαπΪθπ εαĲβΰκλδυθ 
κζκεζβλπηΪĲπθ.  

ǹ. ΟȜοțȜȘȡώȝαĲα ĲȡȚγωȞοȝİĲȡȚțώȞ ıυȞαȡĲȒıİωȞ ĲȘȢ ȝοȡφȒȢ 
2

0
(sin ,cos )F d


   . 

Σα κζκεζβλυηαĲα Ĳβμ ηκλφάμ
2

0
(sin ,cos )F d


   , σπκυ β F İέθαδ λβĲά ıυθΪλĲβıβ Ĳκυ βηδĲσθκυ 

ά/εαδ Ĳκυ ıυθβηδĲσθκυ αθĲδηİĲππέακθĲαδ ηİ Ĳβμ İιάμ αζζαΰά ηİĲαίζβĲάμ: ș z=e
iș

. ΣσĲİ, 
cos ( 1/ ) / 2, sin ( 1/ ) / 2z z z z i       (απκįİδεθτκθĲαδ İτεκζα ξλβıδηκπκδυθĲαμ Ĳκθ Ĳτπκ Ĳκυ 
Euler), dz izd  , εαδ κ įλσηκμ κζκεζάλπıβμ ΰέθİĲαδ κ ετεζκμ εΫθĲλκυ ηβįΫθ  εαδ αεĲέθαμ 1 

(ηκθαįδαέκμ ετεζκμ). Σκ κζκεζάλπηα ΫĲıδ ηİĲαĲλΫπİĲαδ ıİ Ϋθα ηδΰαįδεσ κζκεζάλπηα ıİ εζİδıĲσ 

įλσηκ, Ĳκ κπκέκ υπκζκΰέαİĲαδ İτεκζα ηİ Ĳκ γİυλβηα Ĳπθ Τπκζκέππθ. 

ΕφαȡȝȠγȒ: ΧλβıδηκπκδάıĲİ ηδΰαįδεά κζκεζάλπıβ ΰδα θα υπκζκΰέıİĲİ Ĳα İιάμ κζκεζβλυηαĲα:  
2

0

1

5 3sin
d




  ,   

2

0

cos

5 4cos
d

 


  . 

Ǻ. ΟȜοțȜȘȡώȝαĲα ȝİ άπİȚȡα όȡȚα 

Όππμ αθαφΫλγβεİ εαδ θπλέĲİλα, κ ζκΰδıησμ Ĳπθ υπκζκέππθ ξλβıδηκπκδİέĲαδ ηİ İπδĲυξέα ıĲκθ 
υπκζκΰδıησ κζκεζβλπηΪĲπθ ηİ Ϊπİδλα σλδα, Ĳβμ ηκλφάμ ( )iaxe R x dx



 , σπκυ β R İέθαδ λβĲά 

ıυθΪλĲβıβ Ĳκυ x εαδ κ a πλαΰηαĲδεσμ αλδγησμ. ΠλκĲκτ αθαφΫλκυηİ Ĳβ ıυΰεİελδηΫθβ ηκλφά Ĳβμ 
ıυθΪλĲβıβμ R εαδ Ĳκθ Ĳλσπκ υπκζκΰδıηκτ Ĳπθ κζκεζβλπηΪĲπθ αυĲυθ ξλİδΪαİĲαδ θα ΰέθκυθ 
εαĲαθκβĲΪ Ĳα İιάμ: 

Γδα ηδα Ĳυξαέα ıυθΪλĲβıβ f(x) δıξτκυθ:  

i) ( ) lim ( )

r

r
r

f x dx f x dx

 


 

  . 

΢ξ. 4: ΚζİδıĲκέ įλσηκδ κζκεζάλπıβμ 
πκυ ξλβıδηκπκδκτθĲαδ ıĲκθ 
υπκζκΰδıησ πλαΰηαĲδευθ 
κζκεζβλπηΪĲπθ ηİ Ϊπİδλα σλδα. 

ii) ǹθ İπİεĲİέθκυηİ Ĳβ ıυθΪλĲβıβ f(x) ıĲκ ηδΰαįδεσ İπέπİįκ, įβζαįά xz, f(x)f(z), εαδ 
γİπλάıκυηİ Ĳκθ εζİδıĲσ įλσηκ (ΫıĲπ c) Ĳκυ ΢ξάηαĲκμ 4, κ κπκέκμ ıυθέıĲαĲαδ απσ Ĳκ İυγτΰλαηηκ 
Ĳηάηα ǹǺ (ά (-r, +r)) εαδ Ĳβθ βηδπİλδφΫλİδα Γ1(r), ĲσĲİ 

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

r r

c r r

f z dz f z dz f z dz f x dx f z dz
   

        .  (17) 

(Σκ įİιδσ ηΫζκμ Ĳβμ παλαπΪθπ δıσĲβĲαμ πλκετπĲİδ ζαηίΪθκθĲαμ υπσοβ σĲδ πΪθπ ıĲκθ πλαΰηαĲδεσ 
Ϊικθα, σπκυ y=0, δıξτİδ z=x+iy=x εαδ dz=dx.) ǹθ Ĳκ κζκεζάλπηα πΪθπ ıĲβθ βηδπİλδφΫλİδα Γ1(r) 

ηβįİθέαİĲαδ ıĲκ σλδκ πκυ r Ĳİέθİδ ıĲκ Ϊπİδλκ, ĲσĲİ ıĲκ σλδκ αυĲσ ( ) ( )
c

f z dz f x dx



  . ǻβζαįά Ĳκ 
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πλαΰηαĲδεσ κζκεζάλπηα πκυ αβĲΪηİ δıκτĲαδ ηİ Ĳκ αθĲέıĲκδξκ ηδΰαįδεσ κζκεζάλπηα ıĲβθ εζİδıĲά 

εαηπτζβ c ηİ αεĲέθα πκυ Ĳİέθİδ ıĲκ Ϊπİδλκ, Ĳκ κπκέκ υπκζκΰέαİĲαδ İτεκζα ηİ Ĳκ γİυλβηα Ĳπθ 
Τπκζκέππθ. 

Γδα ıυθαλĲάıİδμ Ĳβμ ηκλφάμ ( ) ( )iazf z e R z  Ĳδμ ıυθγάεİμ ΰδα θα ηβįİθέαİĲαδ Ĳκ κζκεζάλπηα πΪθπ 

ıİ βηδπİλδφΫλİδİμ Ϊπİδλβμ αεĲέθαμ σππμ κδ Γ1 εαδ Γ2 Ĳκυ ΢ξ. 4 ηαμ Ĳδμ įέθİδ Ĳκ ζάηηα Jordan: 

ȁȒȝȝα Jordan. ΈıĲπ β λβĲά ıυθΪλĲβıβ R(z) β κπκέα İέθαδ αθαζυĲδεά παθĲκτ İεĲσμ απσ 
πİπİλαıηΫθκ αλδγησ πσζπθ. ΣσĲİ: 

1. ǹθ 
| |

| ( ) | 0
z

zR z   ĲσĲİ ( ) 0
r

R z dz 


 , σπκυ Γ İέθαδ İέĲİ Ĳκ Ϊθπ İέĲİ Ĳκ εΪĲπ 

βηδετεζδκ Ĳκυ ΢ξ. 4. 

2. ǹθ 
| |

| ( ) | 0
z

R z   ĲσĲİ ( ) 0iaz

r
e R z dz 



 , σπκυ Γ İέθαδ Ĳκ Ϊθπ βηδετεζδκ Ĳκυ ΢ξ. 4 

(Γ1) αθ a>0 εαδ Ĳκ εΪĲπ βηδετεζδκ (Γ2) αθ a<0. 

ΈĲıδ, ΰδα κζκεζβλυηαĲα Ĳβμ ηκλφάμ ( )iaxe R x dx


  β įδαįδεαıέα υπκζκΰδıηκτ ηπκλİέ θα 

ıυθκοδıĲİέ ıĲα İιάμ ίάηαĲα:  

1. ǼπİεĲİέθκυηİ Ĳβ ıυθΪλĲβıβ ( )iaxe R x  ıĲκ ηδΰαįδεσ İπέπİįκ, įβζαįά γİπλκτηİ Ĳβ 

ıυθΪλĲβıβ  ( )iaze R z . 

2. ǼιİĲΪακυηİ αθ εαδ ΰδα πκδκ βηδετεζδκ δıξτκυθ κδ πλκςπκγΫıİδμ Ĳκυ ζάηηαĲκμ Jordan 

(«εαĲΪζζβζκ» βηδετεζδκ). 

3. ΚαĲαıεİυΪακυηİ Ĳκθ εζİδıĲσ įλσηκ κζκεζάλπıβμ, c, πκυ ıυθέıĲαĲαδ απσ Ĳκθ πλαΰηαĲδεσ 
Ϊικθα εαδ Ĳκ εαĲΪζζβζκ βηδετεζδκ. ΣσĲİ, ıĲκ σλδκ πκυ β αεĲέθα Ĳκυ βηδευεζέκυ Ĳİέθİδ ıĲκ 
Ϊπİδλκ γα δıξτİδ 

( ) ( )iax iaz

c

e R x dx e R z dz





  .  (18) 

Σκ ĲİζİυĲαέκ κζκεζάλπηα İέθαδ κζκεζάλπηα ηδΰαįδεάμ ıυθΪλĲβıβμ ıİ εζİδıĲσ įλσηκ, Ĳκ κπκέκ 
ηπκλİέ θα υπκζκΰδıĲİέ İτεκζα ηİ ξλάıβ Ĳκυ γİπλάηαĲκμ Ĳπθ Τπκζκέππθ. 

ΕφαȡȝȠγȒ: ΧλβıδηκπκδάıĲİ ηδΰαįδεά κζκεζάλπıβ ΰδα θα υπκζκΰέıİĲİ Ĳα İιάμ κζκεζβλυηαĲα: 

 

2 4

ixe
dx

x



   ,   
2

cos( )

4

x
dx

x



  ,    
2

1

4
dx

x



  ,   
2

2 4

ixe
dx

x

 

  . 

ȊπȩįİȚȟȘ: ΠαλαĲβλάıĲİ σĲδ cos( ) Re( )ixx e . 

 

ΕȚįȚțȒ πİȡȓπĲωıȘ: ȅȜȠțȜȘȡȫȝαĲα ȝİ πȩȜȠυȢ ıĲȠȞ πȡαγȝαĲȚțȩ ȐȟȠȞα  
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ΈıĲπ ηδα ıυθΪλĲβıβ f(x) Ĳβμ κπκέαμ β ηδΰαįδεά İπΫεĲαıβ, f(z), δεαθκπκδİέ Ĳδμ ıυθγάεİμ Ĳκυ 
ζάηηαĲκμ Jordan, β ıυθΪλĲβıβ σηπμ Ϋξİδ πσζκ, ΫıĲπ z0, πΪθπ ıĲκθ πλαΰηαĲδεσ Ϊικθα. ΣσĲİ Ĳκ 
κζκεζάλπηα, ( )f x dx



 , Ĳκ κπκέκ İθ ΰΫθİδ įİθ κλέαİĲαδ (İέθαδ απλκıįδσλδıĲβ ηκλφά), κλέαİĲαδ 

ηΫıπ Ĳκυ κλέκυ 0

00
lim[ ( ) ( ) ]

z

z
f x dx f x dx

 

 
  . Σκ σλδκ αυĲσ κθκηΪαİĲαδ țȪȡȚα ĲȚȝȒ (principal 

value) ĲȠυ ȠȜȠțȜȘȡȫȝαĲȠȢ ( )f x dx


  εαδ ıυηίκζέαİĲαδ ηİ Ĳκ εİφαζαέκ ΰλΪηηα P, įβζαįά  

0

0

0
( ) lim[ ( ) ( ) ]

z

z

P f x dx f x dx f x dx

 


  

 
  

 
   .  (19) 

Γδα Ĳκθ υπκζκΰδıησ Ĳβμ ετλδαμ Ĳδηάμ  κζκεζβλυηαĲκμ ıυθΪλĲβıβμ πκυ Ϋξİδ πσζκ ıĲκθ πλαΰηαĲδεσ 
Ϊικθα εαδ δεαθκπκδİέ Ĳδμ ıυθγάεİμ Ĳκυ ζάηηαĲκμ Jordan αεκζκυγκτηİ Ĳβ įδαįδεαıέα πκυ 
πİλδΰλΪφβεİ θπλέĲİλα, κ įλσηκμ κζκεζάλπıβμ σηπμ πİλδΫξİδ ηέα αεσηα παλαησλφπıβ, Ϋθα 

βηδετεζδκ αεĲέθαμ İ Ĳκ κπκέκ παλαεΪηπĲİδ Ĳκθ πσζκ, σππμ φαέθİĲαδ ıĲκ ΢ξάηα 5 (ίζ. βηδετεζδκ 

Γ0). 

 

 

΢ξ. 5: ΠαλΪεαηοβ (Γ0: βηδετεζδκ αεĲέθαμ İ) β κπκέα 

ξλβıδηκπκδİέĲαδ ΰδα Ĳκθ υπκζκΰδıησ Ĳβμ ετλδαμ 
Ĳδηάμ κζκεζβλυηαĲκμ σĲαθ β ıυθΪλĲβıβ Ϋξİδ πσζκ 
ıĲκθ πλαΰηαĲδεσ Ϊικθα, ıĲκ ıβηİέκ z0=x0. 

 ΢Ĳβθ πİλέπĲπıβ αυĲά Ϋξκυηİ   

0

( ) ( ) ( )
c

f z dz P f x dx f z dz



 

 
  

 
   ,  (20) 

(Ϋξκυηİ παλαζİέοİδ Ĳκ κζκεζάλπηα ıĲκ βηδετεζδκ Ϊπİδλβμ αεĲέθαμ, Ĳκ κπκέκ ıτηφπθα ηİ Ĳκ 
Λάηηα Jordan İέθαδ ηβįΫθ).  Σκ κζκεζάλπηα ıĲκ ηδελσ βηδετεζδκ Γ0 İέθαδ έıκ ηİ 

0

Res ( )
z z

i f z


  

(ηπκλİέ θα απκįİδξγİέ İτεκζα ηİĲαĲλΫπκθĲΪμ Ĳκ ıİ κζκεζάλπηα πμ πλκμ Ĳβ ΰπθέα γ, σπκυ γ Ĳκ 
σλδıηα Ĳκυ z – πΪθπ ıĲκ βηδετεζδκ iz e    - σππμ πİλδΰλΪφβεİ ıĲα παλαįİέΰηαĲα ıĲβθ αλξά Ĳκυ 
παλσθĲκμ εİφαζαέκυ). Άλα  

0

( ) ( ) Res ( )
z z

c

P f x dx f z dz i f z






 
   

 
  .  (21) 

Σκ κζκεζάλπηα πΪθπ ıĲκθ εζİδıĲσ įλσηκ c υπκζκΰέαİĲαδ İτεκζα ηİ Ĳκ γİυλβηα Ĳπθ υπκζκέππθ. 
ǹθ β ıυθΪλĲβıβ f įİθ Ϋξİδ πσζκυμ ηΫıα ıĲκ įλσηκ κζκεζάλπıβμ ĲσĲİ Ĳκ κζκεζάλπηα αυĲσ İέθαδ 
έıκ ηİ ηβįΫθ, ıτηφπθα ηİ Ĳκ γİυλβηα Ĳκυ Cauchy, εαδ β ετλδα Ĳδηά Ĳκυ αλξδεκτ ηαμ 
κζκεζβλυηαĲκμ δıκτĲαδ ηİ 

0

Res ( )
z z

i f z


 . 

΢βηİδυıĲİ σĲδ ıĲκ ΢ξ. 5 ηπκλİέĲİ θα παλαεΪηοİĲİ Ĳκθ πσζκ İέĲİ ηİ Ĳκ πΪθπ İέĲİ ηİ Ĳκ εΪĲπ 

βηδετεζδκ απİδλκıĲάμ αεĲέθαμ ηİ εΫθĲλκ Ĳκθ πσζκ. Σκ απκĲΫζİıηα σıκθ αφκλΪ Ĳβθ ετλδα Ĳδηά γα 

πλΫπİδ θα İέθαδ Ĳκ έįδκ εαδ ıĲδμ įτκ πİλδπĲυıİδμ.    
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ΕφαȡȝȠγȒ: ΤπκζκΰέıĲİ Ĳβθ ετλδα Ĳδηά Ĳπθ κζκεζβλπηΪĲπθ απσ -∞ ıİ +∞ Ĳπθ İιάμ ıυθαλĲάıİπθ: 

2

1
( )f x

x
 ,  ( )

1

ixe
f x

x



. 

 

ȂȚȖαįȚțȑȢ ıİȚȡȑȢ 
ΈıĲπ ηδα ıυθΪλĲβıβ f(z) αθαζυĲδεά ıİ ηδα πİλδκξά Ĳκυ ηδΰαįδεκτ İπδπΫįκυ πκυ πİλδΫξİδ Ϋθα 

ıβηİέκ z0. ΣσĲİ ΰδα εΪγİ ıβηİέκ z Ĳβμ πİλδκξάμ αυĲάμ β ıυθΪλĲβıβ ηπκλİέ θα ΰλαφİέ ıİ ηκλφά 

Ϊπİδλβμ įυθαηκıİδλΪμ ηİ εΫθĲλκ Ĳκ z0, πμ İιάμ: 

0

0

( ) ( )n

n

n

f z a z z




  .  (22) 

Οδ ıυθĲİζİıĲΫμ an, κδ κπκέκδ İιαλĲυθĲαδ απσ Ĳκ ıβηİέκ z0, Ϋξκυθ Ĳβ ηκλφά  

( )

0
0

( )
( )

!

n

n n

f z
a a z

n
   , (23) 

σπκυ Ĳκ ıτηίκζκ ( )

0( )nf z  ıυηίκζέαİδ Ĳβθ παλΪΰπΰκ ĲΪιβμ n Ĳβμ f ıĲκ ıβηİέκ z0. Η ıİδλΪ (22) ηİ 
ıυθĲİζİıĲΫμ an κδ κπκέκδ įέθκθĲαδ απσ Ĳβ ıξΫıβ (23) κθκηΪαİĲαδ αȞȐπĲυγȝα Taylor Ĳβμ ıυθΪλĲβıβμ 
f(z) ΰτλπ απσ Ĳκ ıβηİέκ z0.  

Η ıİδλΪ β κπκέα απκĲİζİέ Ĳκ αθΪπĲυΰηα Taylor ηδαμ ıυθΪλĲβıβμ ΰτλπ απσ Ϋθα ıβηİέκ z0 İέθαδ 
ηκθαįδεά εαδ ıυΰεζέθİδ ıĲβ ıυθΪλĲβıβ (δıκτĲαδ ηİ Ĳβ ıυθΪλĲβıβ ά αθαπαλδıĲΪ Ĳβ ıυθΪλĲβıβ) 

f(z) ΰδα σζα Ĳα z Ĳα κπκέα απΫξκυθ απσ Ĳκ z0 ζδΰσĲİλκ απσ σıκ απΫξİδ απσ Ĳκ z0 Ĳκ εκθĲδθσĲİλσ Ĳκυ 
αθυηαζκ ıβηİέκ Ĳβμ f. Η απσıĲαıβ Ĳκυ z0 απσ Ĳκ εκθĲδθσĲİλσ Ĳκυ αθυηαζκ ıβηİέκ κθκηΪαİĲαδ 
αεĲέθα ıτΰεζδıβμ Ĳβμ ıİδλΪμ. 

ΠαλαĲβλάıĲİ σĲδ ΰδα Ĳα z πκυ ίλέıεκθĲαδ πκζτ εκθĲΪ ıĲκ z0 αλεκτθ ησθκ κδ 2-3 πλυĲκδ σλκδ Ĳβμ 
ıİδλΪμ Taylor ΰδα θα πλκıİΰΰέıκυθ Ĳβ ıυθΪλĲβıβ, αφκτ σλκδ Ĳβμ ηκλφάμ 

0( )nz z  ΰέθκθĲαδ κζκΫθα 

εαδ ηδελσĲİλκδ εαγυμ αυιΪθİĲαδ Ĳκ n. ΈĲıδ β ıİδλΪ Taylor ıĲβθ κπκέα ελαĲκτθĲαδ ησθκ κδ ζέΰκδ 
πλυĲκδ σλκδ ηπκλİέ θα ξλβıδηκπκδβγİέ ıαθ ηδα δεαθκπκδβĲδεά εαδ πλσıφκλβ ΰδα αθΪζυıβ 

πλκıΫΰΰδıβ Ĳβμ ıυθΪλĲβıβμ. 

ΕφαȡȝȠγȒ: ΤπκζκΰέıĲİ Ĳκυμ ĲΫııİλδμ πλυĲκυμ σλκυμ Ĳκυ αθαπĲτΰηαĲκμ Taylor Ĳπθ ıυθαλĲάıİπθ 
e

iz
 εαδ cos(z) ΰτλπ απσ Ĳκ z0=0. 

ΜİζİĲυθĲαμ αθαπĲτΰηαĲα ıυθαλĲάıİπθ ΰτλπ απσ κηαζΪ ıβηİέα, ĲέγİĲαδ İτζκΰα Ĳκ İλυĲβηα: Σδ 
ΰέθİĲαδ αθ Ĳκ ıβηİέκ z0 įİθ İέθαδ κηαζσ ıβηİέκ αζζΪ αθυηαζκ ıβηİέκ Ĳβμ f(z) (π.ξ. πσζκμ); Μπκλİέ 
εαδ πΪζδ β f(z) ΰλαφİέ ıİ ηκλφά įυθαηκıİδλΪμ ΰτλπ απσ Ĳκ z0; Η απΪθĲβıβ İέθαδ θαδ, εαδ ηπκλİέ θα 

įδαπδıĲπγİέ, π.ξ., ΰδα Ĳβ ıυθΪλĲβıβ f(z)=e
z
/z αθαπĲτııκθĲαμ ıİ ıİδλΪ Taylor Ĳκθ αλδγηβĲά εαδ 

πκζζαπζαıδΪακθĲαμ ηİ 1/z. Η įδαφκλΪ İįυ İέθαδ σĲδ β ıİδλΪ πİλδΫξİδ εαδ αλθβĲδεΫμ įυθΪηİδμ Ĳκυ z. 

ΣΫĲκδİμ ıİδλΫμ πκυ απκĲİζκτθ αθαπĲτΰηαĲα ıυθαλĲάıİπθ ΰτλπ απσ αθυηαζα ıβηİέα εαδ 
πİλδΫξκυθ εαδ αλθβĲδεΫμ įυθΪηİδμ κθκηΪακθĲαδ ıİȚȡȑȢ Laurent. Οδ ıİδλΫμ Laurent įβζαįά İέθαδ İθ 
ΰΫθİδ ıİδλΫμ Ĳβμ ηκλφάμ 
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0( ) ( )n

n

n

f z a z z




  ,  (24) 

σπκυ Ĳκ z0 İέθαδ πσζκμ Ĳβμ ıυθΪλĲβıβμ f(z). 

Γδα θα πλκıįδκλέıİδ εαθİέμ Ĳκυμ ıυθĲİζİıĲΫμ Ĳκυ αθαπĲτΰηαĲκμ Laurent ηδαμ ıυθΪλĲβıβμ αλεİέ θα 

γİπλάıİδ Ĳκθ Ĳτπκ (23) ΰδα Ĳκυμ ıυθĲİζİıĲΫμ Taylor, ıυθįυαıηΫθκ ηİ Ĳκθ Ĳτπκ Ĳβμ παλαΰυΰκυ Ĳκυ 
Cauchy (İι. (13)), 

( )

0 1

0

! ( )
( )

2 ( )

n

n

c

n f z
f z dz

i z z 
  ,  (25) 

παέλθκθĲαμ 

0 1

0

1 ( )
( )

2 ( )
n n n

c

f z
a a z dz

i z z  
  . (26) 

Η ıξΫıβ (26), σπκυ Ĳκ κζκεζάλπηα υπκζκΰέαİĲαδ ıİ εζİδıĲσ įλσηκ πκυ πİλδεζİέİδ Ĳκ ıβηİέκ z0 

(αζζΪ σξδ Ϊζζκ αθυηαζκ ıβηİέκ Ĳβμ ıυθΪλĲβıβμ f), δıξτİδ Ĳσıκ ΰδα γİĲδεΫμ σıκ εαδ ΰδα αλθβĲδεΫμ 
ĲδηΫμ Ĳκυ n, εαδ įέθİδ Ϋθαθ İθδαέκ Ĳτπκ ΰδα Ĳβθ αθαπαλΪıĲαıβ Ĳπθ ıυθĲİζİıĲυθ Ĳκυ αθαπĲτΰηαĲκμ 
Ĳσıκ Taylor σıκ εαδ Laurent. 

ΠαλαĲβλάıĲİ σĲδ κ σλκμ a-1 Ĳκυ αθαπĲτΰηαĲκμ Laurent δıκτĲαδ ηİ Ĳκ κζκεζάλπηα Ĳβμ ıυθΪλĲβıβμ 
ΰτλπ απσ Ĳκθ πσζκ įδαδλİηΫθκ ηİ 2πi, Ĳκ κπκέκ İι κλδıηκτ İέθαδ έıκ ηİ Ĳκ κζκεζβλπĲδεσ υπσζκδπκ 
Ĳβμ f ıĲκ z0, įβζαįά 

0

1

1
( ) Res ( )

2 z z
c

a f z dz f z
i

 
 

  . (27) 

Η ıξΫıβ (27), įβζ. 
0

1 Res ( )
z z

a f z 
 ,  ξλβıδηκπκδİέĲαδ πμ Ϋθαμ Ϊζζκμ, δıκįτθαηκμ κλδıησμ Ĳκυ 

κζκεζβλπĲδεκτ υπκζκέπκυ. 

ΕφαȡȝȠγȒ: ΤπκζκΰέıĲİ Ĳκυμ ĲΫııİλδμ πλυĲκυμ σλκυμ Ĳκυ αθαπĲτΰηαĲκμ Laurent Ĳπθ ıυθαλĲάıİπθ 
e

iz
/z

2
, εαδ  e2iz

/z ΰτλπ απσ Ĳκ z0=0. 

ǹθ εαδ β ıξΫıβ (26) απκĲİζİέ ηδα εκηοά εαδ İθδαέα αθαπαλΪıĲαıβ Ĳπθ ıυθĲİζİıĲυθ Ĳπθ ıİδλυθ 
Taylor εαδ Laurent, Ĳδμ πİλδııσĲİλİμ φκλΫμ įİθ ξλβıδηκπκδİέĲαδ ıĲβθ πλΪιβ. ΢Ĳβθ πλΪιβ, ΰδα Ĳβθ 
αθΪπĲυιβ ηδαμ ıυθΪλĲβıβμ f(z) ıİ ıİδλΪ Laurent ΰτλπ απσ Ϋθα ıβηİέκ z0 ıĲκ κπκέκ β ıυθΪλĲβıβ 

Ϋξİδ πσζκ ĲΪιβμ n, ΰλΪφκυηİ Ĳβ ıυθΪλĲβıβ ıĲβ ηκλφά 
0( ) ( ) / ( )nf z g z z z  , σπκυ β g(z) İέθαδ 

αθαζυĲδεά ıĲκ z0, εαδ αθαπĲτııκυηİ εαĲΪ Taylor Ĳβθ g(z) (ξλβıδηκπκδυθĲαμ Ĳδμ ıξΫıİδμ (22) εαδ 
(23)).  Η ıİδλΪ Laurent Ĳβμ f(z) πλκετπĲİδ İτεκζα πκζζαπζαıδΪακθĲαμ Ĳβ ıİδλΪ Taylor Ĳβμ g(z) ηİ 
1/(z-z0)

n
. 

 



 

ΣηȝİȚώȝαĲα 

Σηȝİȓωȝα αȞαφοȡάȢ 

Copyright ȆαȞİπȚıĲȒȝȚȠ ΚȡȒĲȘȢ, Μαȡȓα ΚαφİıȐțȘέ «ǼφαȡȝȠıȝȑȞα ΜαșȘȝαĲȚțȐέ ΜȚȖαįȚțȒ 
ǹȞȐȜυıȘ – ȝȑȡȠȢ Ǻ»έ ΈțįȠıȘμ 1έίέ ΗȡȐțȜİȚȠ βί1ηέ ǻȚαșȑıȚȝȠ απȩ ĲȘ įȚțĲυαțȒ įȚİȪșυȞıȘμ 
https://opencourses.uoc.gr/courses/course/view.php?id=337 

 

Σηȝİȓωȝα ΑįİȚοįόĲηıηȢ 

ȉȠ παȡȩȞ υȜȚțȩ įȚαĲȓșİĲαȚ ȝİ ĲȠυȢ ȩȡȠυȢ ĲȘȢ ȐįİȚαȢ χȡȒıȘȢ Creative Commons ǹȞαφȠȡȐ, ΜȘ 
ǼȝπȠȡȚțȒ ΧȡȒıȘ, ΌχȚ ȆαȡȐȖȦȖȠ ΈȡȖȠ ζέί [1] Ȓ ȝİĲαȖİȞȑıĲİȡȘ, ǻȚİșȞȒȢ ΈțįȠıȘέ ǼȟαȚȡȠȪȞĲαȚ Ĳα 
αυĲȠĲİȜȒ ȑȡȖα ĲȡȓĲȦȞ πέχέ φȦĲȠȖȡαφȓİȢ, įȚαȖȡȐȝȝαĲα țέȜέπέ, Ĳα ȠπȠȓα İȝπİȡȚȑχȠȞĲαȚ ıİ αυĲȩ țαȚ Ĳα 
ȠπȠȓα αȞαφȑȡȠȞĲαȚ ȝαȗȓ ȝİ ĲȠυȢ ȩȡȠυȢ χȡȒıȘȢ ĲȠυȢ ıĲȠ «ȈȘȝİȓȦȝα ΧȡȒıȘȢ ΈȡȖȦȞ ȉȡȓĲȦȞ»έ 

                   

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/  

 

ΩȢ Μη ǼȝποȡȚțȒ ȠȡȓȗİĲαȚ Ș χȡȒıȘμ 

 πȠυ įİȞ πİȡȚȜαȝȕȐȞİȚ ȐȝİıȠ Ȓ ȑȝȝİıȠ ȠȚțȠȞȠȝȚțȩ ȩφİȜȠȢ απȩ ĲȘȞ χȡȒıȘ ĲȠυ ȑȡȖȠυ, ȖȚα ĲȠ 
įȚαȞȠȝȑα ĲȠυ ȑȡȖȠυ țαȚ αįİȚȠįȩχȠ 

 πȠυ įİȞ πİȡȚȜαȝȕȐȞİȚ ȠȚțȠȞȠȝȚțȒ ıυȞαȜȜαȖȒ ȦȢ πȡȠȨπȩșİıȘ ȖȚα ĲȘ χȡȒıȘ Ȓ πȡȩıȕαıȘ ıĲȠ 
ȑȡȖȠ 

 πȠυ įİȞ πȡȠıπȠȡȓȗİȚ ıĲȠ įȚαȞȠȝȑα ĲȠυ ȑȡȖȠυ țαȚ αįİȚȠįȩχȠ ȑȝȝİıȠ ȠȚțȠȞȠȝȚțȩ ȩφİȜȠȢ (πέχέ 
įȚαφȘȝȓıİȚȢ) απȩ ĲȘȞ πȡȠȕȠȜȒ ĲȠυ ȑȡȖȠυ ıİ įȚαįȚțĲυαțȩ ĲȩπȠ 

ȅ įȚțαȚȠȪχȠȢ ȝπȠȡİȓ Ȟα παȡȑχİȚ ıĲȠȞ αįİȚȠįȩχȠ ȟİχȦȡȚıĲȒ ȐįİȚα Ȟα χȡȘıȚȝȠπȠȚİȓ ĲȠ ȑȡȖȠ ȖȚα 
İȝπȠȡȚțȒ χȡȒıȘ, İφȩıȠȞ αυĲȩ ĲȠυ ȗȘĲȘșİȓέ 

ǻȚαĲȒȡηıη ΣηȝİȚωȝάĲωȞ 

ȅπȠȚαįȒπȠĲİ αȞαπαȡαȖȦȖȒ Ȓ įȚαıțİυȒ ĲȠυ υȜȚțȠȪ șα πȡȑπİȚ Ȟα ıυȝπİȡȚȜαȝȕȐȞİȚμ 

 ĲȠ ȈȘȝİȓȦȝα ǹȞαφȠȡȐȢ 

 ĲȠ ȈȘȝİȓȦȝα ǹįİȚȠįȩĲȘıȘȢ 

 ĲȘ įȒȜȦıȘ ǻȚαĲȒȡȘıȘȢ ȈȘȝİȚȦȝȐĲȦȞ 



 

ȝαȗȓ ȝİ ĲȠυȢ ıυȞȠįİυȩȝİȞȠυȢ υπİȡıυȞįȑıȝȠυȢέ 

 

ΧȡηȝαĲοįόĲηıη 

 

• ȉȠ παȡȩȞ İțπαȚįİυĲȚțȩ υȜȚțȩ ȑχİȚ αȞαπĲυχșİȓ ıĲα πȜαȓıȚα ĲȠυ İțπαȚįİυĲȚțȠȪ ȑȡȖȠυ ĲȠυ 
įȚįȐıțȠȞĲαέ 

• ȉȠ ȑȡȖȠ «ǹȞȠȚțĲȐ ǹțαįȘȝαȧțȐ ΜαșȒȝαĲα ıĲȠ ȆαȞİπȚıĲȒȝȚȠ ΚȡȒĲȘȢ» ȑχİȚ χȡȘȝαĲȠįȠĲȒıİȚ 
ȝȩȞȠ ĲȘ αȞαįȚαȝȩȡφȦıȘ ĲȠυ İțπαȚįİυĲȚțȠȪ υȜȚțȠȪέ  

• ȉȠ ȑȡȖȠ υȜȠπȠȚİȓĲαȚ ıĲȠ πȜαȓıȚȠ ĲȠυ ǼπȚχİȚȡȘıȚαțȠȪ ȆȡȠȖȡȐȝȝαĲȠȢ «ǼțπαȓįİυıȘ țαȚ ǻȚα 
ǺȓȠυ ΜȐșȘıȘ» țαȚ ıυȖχȡȘȝαĲȠįȠĲİȓĲαȚ απȩ ĲȘȞ ǼυȡȦπαȧțȒ ΈȞȦıȘ (ǼυȡȦπαȧțȩ ΚȠȚȞȦȞȚțȩ 
ȉαȝİȓȠ) țαȚ απȩ İșȞȚțȠȪȢ πȩȡȠυȢέ 

 

 

 


