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ΙδδοδδαθύıηαĲα εαδ δδδοĲδηέμ πίθαεα 

 

ΈıĲȦ ȑȞαȢ ĲİȜİıĲȒȢ Α,  Ƞ ȠπȠȓȠȢ įȡα πȐȞȦ ıİ ȑȞα įȚȐȞυıȝα |x>. ȉȠ απȠĲȑȜİıȝα șα İȓȞαȚ ȑȞα ȞȑȠ 
įȚȐȞυıȝα  |y>, ıȪȝφȦȞα ȝİ ĲȠȞ ȠȡȚıȝȩ ĲȠυ ĲİȜİıĲȒ, İȞ ȖȑȞİȚ įȚαφȠȡİĲȚțȩ απȩ ĲȠ |x>, įȘȜ.  

Α|x>=|y>. 

ΓȚα țȐșİ ĲİȜİıĲȒ Α,  υπȐȡȤȠυȞ παȡȩȜα αυĲȐ țȐπȠȚα ȤαȡαțĲȘȡȚıĲȚțȐ įȚαȞȪıȝαĲα, ĲȑĲȠȚα ȫıĲİ Ș 

įȡȐıȘ ĲȠυ Α πȐȞȦ ıİ αυĲȐ απȜȫȢ Ĳα πȠȜȜαπȜαıȚȐȗİȚ ȝİ ȑȞαȞ αȡȚșȝȩ, Ȝ,  įȘȜαįȒ 

Α|x>=Ȝ|x> 

ȉα įȚαȞȪıȝαĲα αυĲȐ  ȜȑȖȠȞĲαȚ ȚįȚοįȚαȞȪıȝαĲα ĲȠυ ĲİȜİıĲȒ Α țαȚ ȠȚ αȡȚșȝȠȓ Ȝ ȜȑȖȠȞĲαȚ ȚįȚοĲȚȝȑȢ 
ĲȠυ Α țαȚ İȓȞαȚ ȤαȡαțĲȘȡȚıĲȚțȐ ȝİȖȑșȘ ĲȠυ ĲİȜİıĲȒ Α.  

 

ΑȞαțαȜȫȞĲαȢ Ĳȫȡα ĲȘ ıυȗȒĲȘıȘ πȡȠȘȖȠȪȝİȞȠυ țİφαȜαȓȠυ ıȪȝφȦȞα ȝİ ĲȘȞ ȠπȠȓα ȑȞαȢ ĲİȜİıĲȒȢ 
ıİ įİįȠȝȑȞȘ ȕȐıȘ ȝπȠȡİȓ Ȟα αȞαπαȡαıĲαșİȓ απȩ ȑȞαȞ πȓȞαțα, Ĳα πȚȠ πȐȞȦ ȝπȠȡȠȪȞ Ȟα 

ȝİĲαφİȡșȠȪȞ αυĲȠȪıȚα țαȚ ıĲȘ įȡȐıȘ πȚȞȐțȦȞ, ıĲȠυȢ ȠπȠȓȠυȢ șα İıĲȚαıĲȠȪȝİ ıĲȘ ıυȞȑȤİȚα. 

ȄİțȚȞȐȝİ ȝİ ĲȠȞ ȠȡȚıȝȩ ȚįȚȠįȚαȞυıȝȐĲȦȞ țαȚ ȚįȚȠĲȚȝȫȞ. 
             

ΈıĲȦ ȑȞαȢ ĲİĲȡαȖȦȞȚțȩȢ πȓȞαțαȢ (α), Ƞ ȠπȠȓȠȢ įȡα πȐȞȦ ıİ ȑȞα įȚȐȞυıȝα (πȓȞαțα ıĲȒȜȘ) |x>. ȉȠ 
απȠĲȑȜİıȝα șα İȓȞαȚ ȑȞα ȞȑȠ įȚȐȞυıȝα (πȓȞαțαȢ ıĲȒȜȘ) |y>, įȘȜαįȒ 

(α)|x>=|y>.              

ΓȚα țȐșİ πȓȞαțα (α), ıİ αȞαȜȠȖȓα ȝİ ĲȠȞ αȞĲȓıĲȠȚȤȠ ĲİȜİıĲȒ, ȑıĲȦ Α, υπȐȡȤȠυȞ țȐπȠȚα 

ȤαȡαțĲȘȡȚıĲȚțȐ įȚαȞȪıȝαĲα, ĲȑĲȠȚα ȫıĲİ Ș įȡȐıȘ ĲȠυ (α) πȐȞȦ ıİ αυĲȐ αφȒȞİȚ αȞαȜȜȠȓȦĲȘ ĲȘ 

įȚİȪșυȞıȒ ĲȠυȢ, țαȚ απȜȫȢ Ĳα πȠȜȜαπȜαıȚȐȗİȚ ȝİ ȑȞαȞ αȡȚșȝȩ (įȘȜαįȒ αȜȜȐȗİȚ ȝȩȞȠ ĲȠ ȝȑĲȡȠ 

ĲȠυȢ˙ Ĳα «įȚαıĲȑȜȜİȚ» Ȓ Ĳα «ıυıĲȑȜȜİȚ», ȤȦȡȓȢ Ȟα ĲȠυȢ αȜȜȐȗİȚ ĲȘ įȚİȪșυȞıȘ), įȘȜαįȒ 

(α)|x>=Ȝ|x>        (1) 

ȉα įȚαȞȪıȝαĲα αυĲȐ, |x>,  ȖȚα Ĳα ȠπȠȓα ȚıȤȪİȚ Ș (1) ȜȑȖȠȞĲαȚ ȚįȚοįȚαȞȪıȝαĲα ĲȠυ πȓȞαțα (α), țαȚ 
ȠȚ αȡȚșȝȠȓ Ȝ, ȠȚ ȠπȠȓȠȚ ıĲȘȞ Ƞυıȓα ȚıȠįυȞαȝȠȪȞ ȝİ ĲȠȞ (α) ȩıȠȞ αφȠȡȐ ĲȘ įȡȐıȘ πȐȞȦ ıĲα 

ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα, ȜȑȖȠȞĲαȚ ȚįȚοĲȚȝȑȢ ĲȠυ (α) țαȚ İȓȞαȚ ȤαȡαțĲȘȡȚıĲȚțȠȓ αȡȚșȝȠȓ ĲȠυ (α). (ΜπȠȡȠȪȝİ 
Ȟα πȠȪȝİ ȩĲȚ Ƞ (α) πȐȞȦ ıĲα ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα İțφυȜȓȗİĲαȚ ıĲȠȞ αȡȚșȝȩ Ȝ Ȓ ȩĲȚ Ƞ Ȝ πȐȞȦ ıĲȠ 
ȚįȚȠįȚȐȞυıȝα αȞĲȚțαșȚıĲȐ ĲȘ įȡȐıȘ ĲȠυ (α).) 

 

ΓȚα țȐșİ ȚįȚȠįȚȐȞυıȝα υπȐȡȤİȚ ȝȓα ȚįȚȠĲȚȝȒ, πȠυ ȚțαȞȠπȠȚİȓ ĲȘȞ (1). ȆȡıȑȟĲİ ȩĲȚ Ĳα ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα 

ȩπȦȢ ȠȡȓȗȠȞĲαȚ ıĲȘȞ (1) ȠȡȓȗȠȞĲαȚ ȝİ απȡȠıįȚȠȡȚıĲȓα ȝȚαȢ πȠȜȜαπȜαıȚαıĲȚțȒȢ ıĲαșİȡȐȢ. ǻȘȜαįȒ 

αȞ ĲȠ |x> İȓȞαȚ ȚįȚȠįȚȐȞυıȝα ȝİ ȚįȚȠĲȚȝȒ Ȝ, ĲȩĲİ țαȚ ĲȠ ț|Ȥ> (ț αȡȚșȝȩȢ) İȓȞαȚ İπȓıȘȢ ȚįȚȠįȚȐȞυıȝα, 

ȝİ ĲȘȞ ȓįȚα ȚįȚȠĲȚȝȒ. Θα ȝπȠȡȠȪıαȝİ Ȟα πȠȪȝİ įȘȜαįȒ ȩĲȚ Ș ıȤȑıȘ ȠȡȚıȝȠȪ ĲȦȞ ȚįȚȠįȚαȞυıȝȐĲȦȞ, 
Ǽȟ. (1), ȠȡȓȗİȚ ȝȩȞȠ ĲȘ įȚİȪșυȞıȘ ĲȦȞ ȚįȚȠįȚαȞυıȝȐĲȦȞ țαȚ ȩȤȚ ĲȠ ȝȑĲȡȠ ĲȠυȢ.  
 

ȉα ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα țαȚ ȠȚ ȚįȚȠĲȚȝȑȢ παȓȗȠυȞ țİȞĲȡȚțȩ ȡȩȜȠ ıİ πȡȠȕȜȒȝαĲα ΦυıȚțȒȢ, țαȚ ǼπȚıĲȒȝȘȢ 
ȊȜȚțȫȞ. Ǽțİȓ ȠȚ ȚįȚȠĲȚȝȑȢ ȝπȠȡȠȪȞ Ȟα İțφȡȐȗȠυȞ, π.Ȥ., ĲȚȢ İπȚĲȡİπĲȑȢ ĲȚȝȑȢ İȞȑȡȖİȚαȢ Ȓ ȠȡȝȒȢ Ȓ 

ıĲȡȠφȠȡȝȒȢ ĲȦȞ ȘȜİțĲȡȠȞȓȦȞ ıİ ȑȞα ȐĲȠȝȠ, ĲȚȢ ıυȤȞȩĲȘĲİȢ ĲαȜȐȞĲȦıȘȢ İȞȩȢ ıυıĲȒȝαĲȠȢ 
ıυȗİυȖȝȑȞȦȞ ĲαȜαȞĲȦĲȫȞ (π.Ȥ. ĲαȜαȞĲȠȪȝİȞȦȞ αĲȩȝȦȞ) țȠț.  
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Η İȪȡİıȘ ĲȦȞ ȚįȚȠįȚαȞυıȝȐĲȦȞ țαȚ ĲȦȞ ȚįȚȠĲȚȝȫȞ İȞȩȢ πȓȞαțα ȜȑȖİĲαȚ πȡȩȕȜȘȝα ȚįȚȠĲȚȝȒȢ Ȓ 

ȚįȚȠĲȚȝȫȞ. 
 

ΥποȜοȖȚıȝȩȢ ȚįȚοįȚαȞυıȝȐĲωȞ țαȚ ȚįȚοĲȚȝȫȞ 
 

ΈıĲȦ ĲȠ πȡȩȕȜȘȝα ȚįȚȠĲȚȝȒȢ  
(α)|x>=Ȝ|x>,           (2) 

ȩπȠυ Ƞ (α) İȓȞαȚ ȖȞȦıĲȩȢ ĲİĲȡαȖȦȞȚțȩȢ πȓȞαțαȢ n×n, țαȚ  ȗȘĲȠȪȞĲαȚ ȠȚ αȡȚșȝȠȓ Ȝ țαȚ Ĳα įȚαȞȪıȝαĲα     

|x> (ȝȘ ȝȘįİȞȚțȐ). ȉȠ παȡαπȐȞȦ ıȪıĲȘȝα ȝπȠȡİȓ Ȟα πȐȡİȚ ĲȘ ȝȠȡφȒ (α)|x>=Ȝ(ε)|x> Ȓ [(α)-

Ȝ(ε)]|x>=0, ȩπȠυ (ε) İȓȞαȚ Ƞ ȝȠȞαįȚαȓȠȢ n×n πȓȞαțαȢ.  
 

ȆαȡαĲȘȡȒıĲİ ȩĲȚ ĲȠ ıȪıĲȘȝα [(α)-Ȝ(İ)]|x>=0 İȓȞαȚ ȑȞα ȠȝȠȖİȞȑȢ n×n ıȪıĲȘȝα. ȈȪȝφȦȞα ȝİ ĲȘȞ 
șİȦȡȓα İπȓȜυıȘȢ ȠȝȠȖİȞȫȞ ȖȡαȝȝȚțȫȞ ıυıĲȘȝȐĲȦȞ, Ș ȠπȠȓα αȞαφȑȡșȘțİ ıİ πȡȠȘȖȠȪȝİȞȠ 
țİφȐȜαȚȠ, ȑȞα ĲȑĲȠȚȠ ıȪıĲȘȝα ȑȤİȚ ȝȘ ȝȘįİȞȚțȑȢ ȜȪıİȚȢ |x>, ȩπȦȢ İȓȞαȚ ĲȠ ȗȘĲȠȪȝİȞȩ ȝαȢ, αȞ țαȚ 
ȝȩȞȠ αȞ Ș ȠȡȓȗȠυıα ĲȠυ πȓȞαțȐ ĲȠυ, įȘȜαįȒ ĲȠυ (α)-Ȝ(İ), İȓȞαȚ ȓıȘ ȝİ ȝȘįȑȞ. (ΑȞ Ș ȠȡȓȗȠυıα İȓȞαȚ 
įȚαφȠȡİĲȚțȒ απȩ ȝȘįȑȞ ĲȩĲİ ĲȠ ıȪıĲȘȝα ȑȤİȚ ȝȠȞαįȚțȒ ȜȪıȘ, Ș ȠπȠȓα İȓȞαȚ Ș ȝȘįİȞȚțȒ).  

 

ǻȘȜαįȒ, ĲȠ ıȪıĲȘȝα (2) ȑȤİȚ ȝȘ ȝȘįİȞȚțȑȢ ȜȪıİȚȢ αȞ țαȚ ȝȩȞȠ αȞ 
 det[(α)-Ȝ(ε)]=0     (3) 

Η İȟȓıȦıȘ (3), Ș ȠπȠȓα İȓȞαȚ ȑȞα πȠȜυȫȞυȝȠ ȦȢ πȡȠȢ Ȝ, φ(Ȝ), ȤȡȘıȚȝȠπȠȚİȓĲαȚ ȖȚα ĲȠȞ υπȠȜȠȖȚıȝȩ 
ĲȦȞ ȚįȚȠĲȚȝȫȞ, Ȝ, ĲȠυ πȓȞαțα (α).  

 

ȆαȡαĲȘȡȒıĲİ ȩĲȚ ȩĲαȞ Ƞ (α) İȓȞαȚ n×n ĲȠ φ(Ȝ)=det[(α)-Ȝ(ε)] İȓȞαȚ πȠȜυȫȞυȝȠ n ȕαșȝȠȪ ȦȢ πȡȠȢ Ȝ 
țαȚ Ȑȡα Ș İȟȓıȦıȘ det[(α)-Ȝ(ε)]=0 ȑȤİȚ n ȡȓȗİȢ, įȘȜαįȒ n αȡȚșȝȠȪȢ Ȝ πȠυ ĲȘȞ ȚțαȞȠπȠȚȠȪȞ, įȘȜαįȒ 

Ƞ πȓȞαțαȢ n×n ȑȤİȚ n ȚįȚȠĲȚȝȑȢ. ȉȠ πȠȜυȫȞυȝȠ φ(Ȝ)=det[(α)-Ȝ(ε)] ȜȑȖİĲαȚ ȤαȡαțĲȘȡȚıĲȚțȩ 

πȠȜυȫȞυȝȠ ĲȠυ πȓȞαțα (α). 

 

ΓȚα ĲȠȞ υπȠȜȠȖȚıȝȩ ĲȠυ ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲȠȢ πȠυ αȞĲȚıĲȠȚȤİȓ ıĲȘȞ țȐșİ ȚįȚȠĲȚȝȒ șȑĲȠυȝİ ıĲȘȞ İȟȓıȦıȘ 

(2)  ĲȘȞ ıυȖțİțȡȚȝȑȞȘ ȚįȚȠĲȚȝȒ țαȚ ȜȪȞȠυȝİ ĲȠ ȠȝȠȖİȞȑȢ ıȪıĲȘȝα πȠυ πȡȠțȪπĲİȚ. 
 

ΌπȦȢ αȞαφȑȡșȘțİ țαȚ ȞȦȡȓĲİȡα, Ĳα ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα ȠȡȓȗȠȞĲαȚ ȝİ απȡȠıįȚȠȡȚıĲȓα ȝȚαȢ 
πȠȜȜαπȜαıȚαıĲȚțȒȢ ıĲαșİȡȐȢ, įȘȜαįȒ Ș İȟȓıȦıȘ (2) ȠȡȓȗİȚ ȝȩȞȠ ĲȘ įȚİȪșυȞıȘ ĲȠυȢ țαȚ ȩȤȚ ĲȠ 
ȝȑĲȡȠ ĲȠυȢ, ĲȠ ȠπȠȓȠ παȡαȝȑȞİȚ αυșαȓȡİĲȠ. ȉȚȢ πİȡȚııȩĲİȡİȢ φȠȡȑȢ, ıĲȚȢ İφαȡȝȠȖȑȢ, 
İȞįȚαφİȡȩȝαıĲİ ȖȚα Ĳα țαȞȠȞȚțȠπȠȚȘȝȑȞα ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα, įȘȜαįȒ Ĳα ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα πȠυ ȑȤȠυȞ 
ȝȑĲȡȠ ȝȠȞȐįα  ȈĲȘȞ πİȡȓπĲȦıȘ αυĲȒ υπȠȜȠȖȓȗȠυȝİ țαĲȐȜȜȘȜα ĲȘȞ ĲȚȝȒ ĲȘȢ πȠȜȜαπȜαıȚαıĲȚțȒȢ 
ıĲαșİȡȐȢ ȫıĲİ ĲȠ įȚȐȞυıȝα πȠυ πȡȠțȪπĲİȚ Ȟα ȑȤİȚ ȝȑĲȡȠ ȝȠȞȐįα. 

 

Εφαληογέμ 
(1) ȊπȠȜȠȖȓıĲİ ĲȚȢ ȚįȚȠĲȚȝȑȢ țαȚ Ĳα (țαȞȠȞȚțȠπȠȚȘȝȑȞα) ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα ĲȠυ πȓȞαțα    

1 4
( )

2 1
a

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
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ΑπȐȞĲȘıȘ: Ȝ1=3, (1)
2

1
x x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Ȓ (1)
21

15
x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 , Ȝ2=-3, (2)

1

1
x x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 Ȓ (2)
11

12
x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 

 

(2) ȊπȠȜȠȖȓıĲİ Ĳα ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα țαȚ ĲȚȢ ȚįȚȠĲȚȝȑȢ ĲȠυ įȚαȖȫȞȚȠυ πȓȞαțα 

1

2

0
( )

0

δ⎛ ⎞
δ = ⎜ ⎟δ⎝ ⎠

 

 

(3) ȊπȠȜȠȖȓıĲİ Ĳα ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα țαȚ ĲȚȢ ȚįȚȠĲȚȝȑȢ ĲȠυ πȓȞαțα 

0 1
( )

1 0

⎛ ⎞
σ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 

ȉȠ ıȪȞȠȜȠ ĲȦȞ ȚįȚȠĲȚȝȫȞ İȞȩȢ πȓȞαțα ȜȑȖİĲαȚ φȐıȝα ĲȠυ πȓȞαțα.  

ȉȠ πȩıİȢ φȠȡȑȢ İȝφαȞȓȗİĲαȚ ȝȚα ȚįȚȠĲȚȝȒ ıĲȠ φȐıȝα İȞȩȢ πȓȞαțα ȜȑȖİĲαȚ αȜȖİȕȡȚțȒ 

ποȜȜαπȜȩĲηĲα  ĲȘȢ ȚįȚȠĲȚȝȒȢ. 
 

ΓȚα ĲȚȢ ȚįȚȠĲȚȝȑȢ țαȚ Ĳα ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα πȓȞαțα ȚıȤȪȠυȞ Ĳα İȟȒȢ: 
(i) ȉȠ ȐșȡȠȚıȝα ĲȦȞ ȚįȚȠĲȚȝȫȞ İȞȩȢ πȓȞαțα (α) ȚıȠȪĲαȚ ȝİ ĲȠ ȓȤȞȠȢ ĲȠυ (α). 

(ii) ȉȠ ȖȚȞȩȝİȞȠ ĲȦȞ ȚįȚȠĲȚȝȫȞ İȞȩȢ πȓȞαțα (α) ȚıȠȪĲαȚ ȝİ ĲȘȞ ȠȡȓȗȠυıα ĲȠυ (α). 

(iii) ΓȚα ȑȞαȞ ȠπȠȚȠįȒπȠĲİ πȓȞαțα (α) Ĳα ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲȐ ĲȠυ πȠυ αȞĲȚıĲȠȚȤȠȪȞ ıİ įȚαφȠȡİĲȚțȑȢ 
ȚįȚȠĲȚȝȑȢ İȓȞαȚ ȖȡαȝȝȚțȐ αȞİȟȐȡĲȘĲα. 

 

ǼȜȑȖȟĲİ Ĳα παȡαπȐȞȦ, (i)-(iii), ȖȚα ĲȠȞ πȓȞαțα ĲȘȢ ǼφαȡȝȠȖȒȢ (1).  

 

ȊπȠȜȠȖȓıĲİ ĲȚȢ ȚįȚȠĲȚȝȑȢ ĲȠυ αȞĲȚıĲȡȩφȠυ İȞȩȢ πȓȞαțα, ıυȞαȡĲȒıİȚ ĲȦȞ ȚįȚȠĲȚȝȫȞ ĲȠυ πȓȞαțα. ΑȞ 
ȑȞαȢ πȓȞαțαȢ (α) ȑȤİȚ țȐπȠȚα ȚįȚȠĲȚȝȒ ȝȘįȑȞ, ȑȤİȚ Ƞ (α) αȞĲȓıĲȡȠφȠ?  

 

ΜȚα ȚįȚαȓĲİȡȘ țαȚ İȞįȚαφȑȡȠυıα țαĲȘȖȠȡȓα πȚȞȐțȦȞ, ȩıȠȞ αφȠȡȐ Ĳα ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα țαȚ ĲȚȢ 
ȚįȚȠĲȚȝȑȢ, İȓȞαȚ ȠȚ țαȞοȞȚțοȓ πȓȞαțİȢ. ȊπİȞșυȝȓȗȠυȝİ ȩĲȚ ȑȞαȢ πȓȞαțαȢ (α) İȓȞαȚ țαȞȠȞȚțȩȢ αȞ 
ȚıȤȪİȚ Ș ȝİĲαșİĲȚțȒ ȚįȚȩĲȘĲα ıĲȠȞ πȠȜȜαπȜαıȚαıȝȩ ȝİ ĲȠȞ ıυȗυȖȒ ĲȠυ, įȘȜαįȒ (α)(α)

+
=(α)

+
(α) 

 

ΑȞ (α) țαȞȠȞȚțȩȢ πȓȞαțαȢ n×n ĲȩĲİ, 
 ΈȤİȚ πȐȞĲα n γραȝȝȚțȐ αȞεȟȐρĲȘĲα ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα. 

 ȉα ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα πȠυ αȞĲȚıĲȠȚȤȠȪȞ ıİ įȚαφȠȡİĲȚțȑȢ ȚįȚȠĲȚȝȑȢ İȓȞαȚ ȠȡșȠȖȫȞȚα. 

 ȉα ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα ĲȠυ απȠĲİȜȠȪȞ πȜȒȡİȢ ıȪıĲȘȝα, țαȚ, įİįȠȝȑȞȠυ ȩĲȚ İȓȞαȚ ȖȡαȝȝȚțȐ 

αȞİȟȐȡĲȘĲα, απȠĲİȜȠȪȞ ȕȐıȘ ĲȠυ įȚαȞυıȝαĲȚțȠȪ ȤȫȡȠυ ıĲȠȞ ȠπȠȓȠ ȠȡȓȗİĲαȚ Ƞ πȓȞαțαȢ. 
 

ǼȚįȚțȑȢ πİȡȚπĲȫıİȚȢ țαȞȠȞȚțȫȞ πȚȞȐțȦȞ İȓȞαȚ ȠȚ İȡȝȚĲȚαȞȠȓ Ȓ αυĲȠπȡȠıαȡĲȘȝȑȞȠȚ πȓȞαțİȢ, ȠȚ 
αȞĲȚİȡȝȚĲȚαȞȠȓ πȓȞαțİȢ țαȚ ȠȚ ȝȠȞαįȚαțȠȓ πȓȞαțİȢ.  

 



ȉΕȉȊ – ΕφαρȝȠıȝȑȞα ΜαșȘȝαĲȚțȐ 

 

4

 ȅȚ İȡȝȚĲȚαȞȠȓ πȓȞαțİȢ, ȖȚα ĲȠυȢ ȠπȠȓȠυȢ (α)
+
=(α), ȠȚ ȠπȠȓȠȚ ıυȞαȞĲȫȞĲαȚ πȠȜȪ ıυȤȞȐ ıİ 

İφαȡȝȠȖȑȢ ĲȘȢ ΦυıȚțȒȢ, ȑȤȠυȞ πȐȞĲα πȡαȖȝαĲȚțȑȢ ȚįȚȠĲȚȝȑȢ.  
 ȅȚ αȞĲȚİȡȝȚĲȚαȞȠȓ πȓȞαțİȢ ((α)

+
=-(α)) ȑȤȠυȞ φαȞĲαıĲȚțȑȢ ȚįȚȠĲȚȝȑȢ. 

 ȅȚ ȝȠȞαįȚαțȠȓ πȓȞαțİȢ ((α)
+
=(α)

-1
) ȑȤȠυȞ ȚįȚȠĲȚȝȑȢ ȝİ ȝȑĲȡȠ ȝȠȞȐįα. 

 

 

ΈıĲȦ 2×2 πȓȞαțαȢ (α) ȝİ ȚįȚȠĲȚȝȑȢ Ȝ1 țαȚ Ȝ2 țαȚ ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα (ȖȡαȝȝȚțȐ αȞİȟȐȡĲȘĲα) 
(1)

(1) (1) 1

(1)

2

|
x

x x

x

⎛ ⎞
>= = ⎜

⎝ ⎠
⎟ țαȚ 

(2)

(2) (2) 1

(2)

2

|
x

x x

x

⎛ ⎞
>= = ⎜

⎝ ⎠
⎟

⎞
⎟

, țαȚ ȑıĲȦ Ƞ πȓȞαțαȢ ĲȦȞ ȚįȚȠįȚαȞυıȝȐĲȦȞ 

(1) (2)

1 1

(1) (2)

2 2

( )
x x

x x

⎛ ⎞
ρ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

 

ȉȩĲİ ȚıȤȪİȚ ȩĲȚ, 
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2

0
( ) ( )( )

0
a

− λ⎛
ρ ρ = ⎜ λ⎝ ⎠

.       (3) 

ǻȘȜαįȒ ĲȠ ȖȚȞȩȝİȞȠ (ȡ)-1
(α)(ȡ) įȓȞİȚ ȑȞαȞ įȚαȖȫȞȚȠ πȓȞαțα ȝİ ıĲȠȚȤİȓα ĲȚȢ ȚįȚȠĲȚȝȑȢ ĲȠυ (α), Ȓ, ȩπȦȢ 

ıυȤȞȐ ȜȑȖİĲαȚ, Ƞ πȓȞαțαȢ (ȡ) ĲȦȞ ȚįȚȠįȚαȞυıȝȐĲȦȞ įȚαȖȦȞȚȠπȠȚİȓ ĲȠȞ (α) ȝİ ȝİĲαıȤȘȝαĲȚıȝȩ 

ȠȝȠȚȩĲȘĲαȢ1
. ȅ υπȠȜȠȖȚıȝȩȢ ĲȠυ ȖȚȞȠȝȑȞȠυ  (ȡ)-1

(α)(ȡ) ȜȑȖİĲαȚ įȚαȖȦȞȚȠπȠȓıȘ ĲȠυ πȓȞαțα (α). ΓȚα 

αυĲȩȞ ĲȠ ȜȩȖȠ, Ș İȪȡİıȘ ĲȦȞ ȚįȚȠĲȚȝȫȞ İȞȩȢ πȓȞαțα (α) ȜȑȖİĲαȚ țαȚ įȚαȖȦȞȚȠπȠȓȘıȘ ĲȠυ (α). 

 

ΑȞĲȚıĲȡȑφȠȞĲαȢ ĲȘȞ (3), ȝπȠȡȠȪȝİ Ȟα πȠȪȝİ ȩĲȚ țȐșİ ĲİĲȡαȖȦȞȚțȩȢ πȓȞαțαȢ (α) ȝπȠȡİȓ Ȟα Ȗȡαφİȓ 
ıĲȘ ȝȠȡφȒ (α)=(ȡ)(Ȝ)(ȡ)-1

, ȩπȠυ (ȡ) İȓȞαȚ Ƞ πȓȞαțαȢ ĲȦȞ ȚįȚȠįȚαȞυıȝȐĲȦȞ ĲȠυ (α) țαȚ (Ȝ) Ƞ 
įȚαȖȫȞȚȠȢ πȓȞαțαȢ ȝİ ıĲȠȚȤİȓα ĲȚȢ ȚįȚȠĲȚȝȑȢ ĲȠυ (α). 

 

Η įȚαȖȦȞȚȠπȠȓȘıȘ İȞȩȢ πȓȞαțα (α) İȓȞαȚ πȐȞĲα İφȚțĲȒ ȩĲαȞ Ƞ πȓȞαțαȢ (ȡ) İȓȞαȚ αȞĲȚıĲȡȑȥȚȝȠȢ, Ȓ, 

ȚıȠįȪȞαȝα, ȩĲαȞ Ĳα ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα ĲȠυ πȓȞαțα (α) İȓȞαȚ ȖȡαȝȝȚțȐ αȞİȟȐȡĲȘĲα (αυĲȩ, ȩπȦȢ ȝπȠȡİȓ 
Ȟα İȟαȤșİȓ απȩ Ĳα παȡαπȐȞȦ, İȓȞαȚ πȐȞĲα İφȚțĲȩ ȩĲαȞ Ƞ πȓȞαțαȢ ȑȤİȚ įȚαφȠȡİĲȚțȑȢ ȚįȚȠĲȚȝȑȢ. ȈĲȘȞ 
πİȡȓπĲȦıȘ İπαȞαȜαȝȕαȞȩȝİȞȦȞ ȚįȚȠĲȚȝȫȞ İȓȞαȚ İφȚțĲȩ ȩĲαȞ Ƞ πȓȞαțαȢ İȓȞαȚ țαȞȠȞȚțȩȢ). ΓİȞȚțȐ, 

ȝπȠȡȠȪȝİ Ȟα πȠȪȝİ ȩĲȚ Ș įȚαȖȦȞȚȠπȠȓȘıȘ πȓȞαțα απȠĲυȖȤȐȞİȚ ȝȩȞȠ ıİ πİȡȓπĲȦıȘ 

İπαȞαȜαȝȕαȞȩȝİȞȦȞ ȚįȚȠĲȚȝȫȞ. 
. 

ΕφαρȝȠγȒ: ȊπȠȜȠȖȓıĲİ ĲȚȢ ȚįȚȠĲȚȝȑȢ țαȚ Ĳα  ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα ĲȦȞ πȚȞȐțȦȞ    

1

3 1
( )

0 3
a

⎛
= ⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟

                                                

    țαȚ     . 2

3 0
( )

0 3
a

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

ΜπȠȡİȓ Ƞ (α1) Ȟα įȚαȖȦȞȚȠπȠȚȘșİȓ ȝİ ȝİĲαıȤȘȝαĲȚıȝȩ ȠȝȠȚȩĲȘĲαȢ; ȆȠȪ ȠφİȓȜİĲαȚ Ș įȚαφȠȡȐ ĲȦȞ 
(α1) țαȚ (α2) ȩıȠȞ αφȠȡȐ Ĳα ȚįȚȠįȚαȞȪıȝαĲα; 

 

 
1 ΜİĲαıȤȘȝαĲȚıȝȠȓ ĲȘȢ ȝȠȡφȒȢ (α')= (Ĳ)-1(α)(Ĳ) ȜȑȖȠȞĲαȚ ȝİĲαıȤȘȝαĲȚıȝȠȓ ȠȝȠȚȩĲȘĲαȢ. ȅȚ πȓȞαțİȢ (α') țαȚ  (α) ȜȑȖȠȞĲαȚ 
ȩȝȠȚȠȚ πȓȞαțİȢ țαȚ ȑȤȠυȞ ĲȘȞ ȓįȚα ĲȐȟȘ țαȚ ĲȚȢ ȓįȚİȢ ȚįȚȠĲȚȝȑȢ (Ȑȡα ȓįȚȠ ȓȤȞȠȢ țαȚ ȠȡȓȗȠυıα). ΜπȠȡȠȪȞ Ȟα șİȦȡȘșȠȪȞ ȦȢ 
αȞαπαȡαıĲȐıİȚȢ ĲȠυ ȓįȚȠυ ĲİȜİıĲȒ ıİ įȚαφȠȡİĲȚțȑȢ ȕȐıİȚȢ. ȅ πȓȞαțαȢ (Ĳ) ȜȑȖİĲαȚ πȓȞαțαȢ ĲȠυ ȝİĲαıȤȘȝαĲȚıȝȠȪ. 
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