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Κεφάλαιο 3: Τυχαίες µεταβλητές και κατανοµές πιθανότητας.

Περιεχόµενα

∆ιακριτές τυχαίες µεταβλητές – Συνεχείς τυχαίες µεταβλητές – Μέση τιµή τυχαίων µεταβλητών –

Ροπές, διασπορά, και τυπική απόκλιση τυχαίων µεταβλητών – Ασκήσεις

∆ιακριτές τυχαίες µεταβλητές

Θεωρούµε ένα πείραµα τύχης στο οποίο ϱίχνουµε ένα νόµισµα τρείς ϕορές, µε πιθανότητα

p να εµφανιστούν γράµµατα (Γ) σε κάθε ϱίψη (σε ένα ‘τίµιο’ νόµισµα η πιθανότητα αυτή

ϑα είναι 1/2). Υποθέστε ότι αν σε µια ϱίψη εµφανιστούν Γ κερδίζουµε 1 ευρώ, ενώ

αν εµφανιστεί κεφάλι (Κ) χάνουµε 1 ευρώ. Προφανώς η ποσότητα που µας ενδιαφέρει

εδώ, και την οποία συµβολίζουµε µε X, είναι το συνολικό µας κέρδος. Είναι ϕανερό

ότι η X µπορεί να πάρει µόνο µία από τις τιµές : 3, 1, -3, και -1. Το ποια από αυτές

ϑα πάρει εξαρτάται από το αποτέλεσµα του τυχαίου πειράµατος. Αν, για παράδειγµα,

το αποτέλεσµα είναι ΓΓΓ η X παίρνει την τιµή 3, ενώ αν είναι ΓΚΓ η X παίρνει την

τιµή 1. Στον παρακάτω πίνακα καταγράφουµε τις τιµές της X που αντιστοιχούν στα

οκτώ δυνατά αποτελέσµατα, ω, του τυχαίου πειράµατος, καθώς και την πιθανότητα να

εµφανιστεί καθένα από τα αποτελέσµατα αυτά (σηµειώστε ότι ο αριθµός των δυνατών

αποτελεσµάτων είναι ο αριθµός των δυνατών τριάδων που µπορούµε να ϕτιάξουµε από τα

δύο στοιχεία, Γ, Κ, οι οποίες, σύµφωνα µε τη ϑεωρία του προηγούµενου κεφαλαίου, είναι

2 × 2 × 2).

ω X P (ω)
ΓΓΓ 3 p3

ΓΚΓ 1 p2(1 − p)
ΓΓΚ 1 p2(1 − p)
ΚΓΓ 1 p2(1 − p)
ΓΚΚ -1 p(1 − p)2

ΚΓΚ -1 p(1 − p)2

ΚΚΓ -1 p(1 − p)2

ΚΚΚ -3 (1 − p)3

(Στον παραπάνω πίνακα, η πιθανότητα του αποτελέσµατος ΓΓΓ υπολογίστηκε ως γινόµενο

των πιθανοτήτων των τριών ανεξάρτητων ενδεχοµένων A =’στην πρώτη ϱίψη Γ’, B =‘στη

δεύτερη ϱίψη Γ’, D =’στην τρίτη ϱίψη Γ’, λαµβάνοντας υπόψη ότι η πιθανότητα της τοµής

ανεξάρτητων ενδεχοµένων ισούται µε το γινόµενο των πιθανοτήτων τους. Ανάλογα για τα

άλλα αποτελέσµατα.)

Μπορούµε να σκεφτόµαστε τη X ως µια πραγµατική µεταβλητή η οποία για κάθε

στοιχειώδες ενδεχόµενο ω του Ω παίρνει µια ορισµένη τιµή (εδώ µια από τις τιµές -3,-

1,1,3). Η πιθανότητα η X να πάρει µια ορισµένη τιµή, έστω 1, είναι η πιθανότητα του

γεγονότος A = {ω : X(ω) = 1} το οποίο περιλαµβάνει όλα τα στοιχειώδη ενδεχόµενα ω
του Ω που οδηγούν στην τιµη X = 1 (στο παράδειγµά µας τα ΓΓΚ, ΓΚΓ και ΚΓΓ). Από τον

πίνακα ϐλέπουµε ότι το A έχει πιθανότητα P (A) = 3p2(1 − p) να πραγµατοποιηθεί (το A
είναι η ένωση των ανεξάρτητων ενδεχοµένων ΓΓΚ, ΓΚΓ και ΚΓΓ). Ανάλογα µπορούµε να
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χειριστούµε και τις υπόλοιπες τιµές της X. ΄Ετσι, για κάθε τιµή που µπορεί να πάρει η X,

έστω xi (που εδώ ϑα είναι κάποιο από τα −3,−1, 1, 3), η πιθανότητα µε την οποία παίρνει

αυτή την τιµή, P (X = xi), είναι πλήρως καθορισµένη (π.χ. P (X = 1) = 3p2(1 − p)).
Θα δούµε ότι η X είναι ένα παράδειγµα διακριτής τυχαίας µεταβλητής (ή στοχαστικής

συνάρτησης, όπως επίσης λέγεται).

Ορισµός: ∆ιακριτή τυχαία µεταβλητή X σε ένα δειγµατοχώρο Ω είναι µια µεταβλητή

X που ορίζεται για κάθε δυνατό αποτέλεσµα ενός τυχαίου πειράµατος και για κάθε τέ-

τοιο αποτέλεσµα παίρνει µια ορισµένη τιµή από ένα πεπερασµένο ή άπειρο αριθµήσιµο

υποσύνολο των πραγµατικών αριθµών.

Ορισµός: Η πραγµατική συνάρτηση f που ορίζεται στους πραγµατικούς αριθµούς από

την f(x) = P (X = x), λέγεται διακριτή συνάρτηση πυκνότητας ή συνάρτηση πι-

ϑανότητας ή κατανοµή πιθανότητας της X (∆ίνει την πιθανότητα η X να πάρει µια

ορισµένη τιµή από το πεδίο τιµών της. Π.χ., για την τυχαία µεταβλητή X που ορίσαµε

στην αρχή του κεφαλαίου f(1) = P (X = 1) δίνει την πιθανότητα η µεταβλητή X (το

κέρδος) να πάρει την τιµή 1 (να είναι 1 ευρώ).)

Ας ϑεωρήσουµε την τυχαία µεταβλητή X που ορίσαµε στην αρχή του κεφαλαίου, και

ας υποθέσουµε ότι p = 0.5. Τότε η X έχει τη διακριτή συνάρτηση πυκνότητας που ορίζεται

από τις

f(−3) = 0.125, f(−1) = 0.375, f(1) = 0.375, f(3) = 0.125.

και f(x) = 0, αν x 6= −3,−1, 1, 3. Η συνάρτηση πυκνότητας ή απλά πυκνότητα f µιας

διακριτής τυχαίας µεταβλητής έχει τις ακόλουθες ιδιότητες:

(1) f(x) ≥ 0, x ∈ R

(2) Το σύνολο {x : f(x) 6= 0} (δηλαδή το σύνολο των τιµών της Q που έχουν µη µηδενική

πιθανότητα) είναι ένα πεπερασµένο ή άπειρο αριθµήσιµο υποσύνολο του R. ΄Εστω

{x1, x2, ..., } αυτό το σύνολο. Τότε

(3)
∑

i f(xi) = 1.

Οι ιδιότητες (1) και (2) προκύπτουν άµεσα από τον ορισµό της f . Για να δούµε αν ισχύει

η (3) παρατηρούµε ότι τα ενδεχόµενα {ω : X(ω) = xi} (δηλαδή τα ενδεχοµενα του Ω που

δίδουν για τη Q την τιµή xi) είναι ξένα και η ένωσή τους είναι το Ω. ΄Αρα

∑

i

f(xi) =
∑

i

P (X = xi) = P

(

⋃

i

{X = xi}
)

= P (Ω) = 1.

΄Ετσι, µπορούµε να ορίσουµε εναλλακτικά την πυκνότητα f ως εξής :

Ορισµός: Μια πραγµατική συνάρτηση f ορισµένη στο R λέγεται διακριτή συνάρτηση

πυκνότητας ή απλά διακριτή πυκνότητα αν ικανοποιεί τις παραπάνω ιδιότητες (1) – (3).

Παράδειγµα 1: Ρίχνουµε ένα νόµισµα δύο ϕορές, και ορίζουµε την τυχαία µεταβλη-

τή X ως το πλήθος των Κ που εµφανίστηκαν. Να υπολογιστεί η πυκνότητα f της

X.

Η αντιστοιχία µεταξύ των δυνατών αποτελεσµάτων του πειράµατος και των τιµών

της διακριτής τυχαίας µεταβλητής X δίνεται στον παρακάτω πίνακα, µαζί µε την
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ω X P (ω)
ΚΚ 2 1/4

ΓΓ 0 1/4

ΚΓ 1 1/4

ΓΚ 1 1/4

πιθανότητα των σηµείων του δειγµατοχώρου Ω του πειράµατος. Η πυκνότητα που

αντιστοιχεί στη X είναι

f(0) = P (X = 0) =
1

4
, f(1) = P (X = 1) =

1

2
, f(2) = P (X = 2) =

1

4
,

και f(x) = 0 για x 6= 0, 1, 2. Προσέξτε ότι f(0) + f(1) + f(2) = 1. Η γραφική

παράσταση της f δίνεται είτε µε ένα ϱαβδόγραµµα, είτε µε ένα ιστόγραµµα. Σε

ένα ϱαβδόγραµµα το άθροισµα των τεταγµένων είναι 1, ενώ σέ ένα ιστόγραµµα

το άθροισµα των εµβαδών είναι 1, όπως προκύπτεί από την ιδιότητα (3). Σε ένα

ιστόγραµµα µπορούµε να ϕανταστούµε ότι η τυχαία µεταβλητή X γίνεται συνεχής,

λόγου χάρη X = 1 σηµαίνει ότι η X είναι µεταξύ 0.5 και 1.5.

Σηµειώστε ότι και άλλες τυχαίες µεταβλητές µπορούν να οριστούν στον ίδιο δειγµατοχώρο

Ω. Λόγου χάρη, στο προηγούµενο παράδειγµα ϑα µπορούσαµε να ορίσουµε µια τυχαία

µεταβλητή Y ως το πλήθος των Κ που εµφανίζονται µείον το πλήθος των Γ που εµφανίζον-

ται. Τότε, οι δυνατές τιµές της Y ϑα ήταν -2,0,2, ενώ η αντίστοιχη πυκνότητα ϑα έπαιρνε

τις τιµές f(−2) = 1/4, f(0) = 1/2, f(2) = 1/4 και f(x) = 0 για x 6= −2, 0, 2.

Κάθε διακριτή συνάρτηση πυκνότητας, δηλαδή κάθε συνάρτηση που ικανοποιεί τις

ιδιότητες (1) – (3), είναι η πυκνότητα κάποιας τυχαίας µεταβλητής X. Με άλλα λόγια, αν

µας δοθεί η f µπορούµε πάντα να κατασκευάσουµε ένα δειγµατοχώρο Ω και µια τυχαία

µεταβλητή ορισµένη στον Ω, της οποίας η διακριτή πυκνότητα να είναι f . ΄Ετσι µπορούµε

να χρησιµοποιούµε εκφράσεις όπως ‘έστω X µια τυχαία µεταβλητή µε διακριτή πυκνότητα

f ’ χωρίς να διευκρινίζουµε τον δειγµατοχώρο f στον οποίο ορίζεται η X. Για παράδειγµα,

υποθέστε ότι επιλέγουµε ένα χαρτί από µια δεσµίδα µε n χαρτιά, και ϑέτουµε X = i αν

επιλεγεί το i−οστο χαρτί. Τότε, P (X = i) = 1/n, άρα µπορούµε να περιγράψουµε το

πείραµα λέγοντας ότι παρατηρούµε µια τυχαία µεταβλητή X η οποία παίρνει ακέραιες

τιµές 1, 2, 3, ..., n και έχει πυκνότητα f(x) = 1/n αν x = 1, 2, 3, ..., n και f(x) = 0 αλλιώς.

Γενικά, κάθε τυχαίο πείραµα που έχει πεπερασµένα ή άπειρα αριθµήσιµα το πλήθος

δυνατά αποτελέσµατα µπορεί να περιγραφεί ως η παρατήρηση της τιµής µιας διακριτής

τυχαίας µεταβλητής X. Για την ακρίβεια, το πείραµα πολλές ϕορές µας δίνεται ήδη µ΄

αυτή τη µορφή.

Στα δύο επόµενα παραδείγµατα παρουσιάζονται δύο τυπικές διακριτές πυκνότητες.

Παράδειγµα 2: Η γεωµετρική πυκνότητα.

΄Εστω 0 < p < 1. Τότε η πραγµατική συνάρτηση f που ορίζεται στο R από την

f(x) =

{

p(1 − p)x, x = 0, 1, 2, 3, ...
0, x 6= 0, 1, 2, 3, ...,

είναι µια διακριτή πυκνότητα και λέγεται γεωµετρική πυκνότητα µε παράµετρο p.
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Για να δούµε αν η f είναι πυκνότητα, το µόνο που χρειάζεται να ελέγξουµε είναι ότι

ισχύει η ιδιότητα (3), αφού οι (1) και (2) ικανοποιούνται προφανώς. ΄Οµως,

∞
∑

i=0

f(xi) =
∞
∑

i=0

p(1 − p)i = p
∞
∑

i=0

(1 − p)i = p · 1

p
= 1,

αφού το άθροισµα της γεωµετρικής σειράς
∑∞

i=0(1 − p)i είναι ίσο µε 1/p.

Παράδειγµα 3: Η πυκνότητα Poisson.

΄Εστω λ ένας ϑετικός αριθµός. Η πυκνότητα Poisson µε παράµετρο λ ορίζεται από

τη σχέση

f(x) =

{

λxe−λ

x!
, x = 0, 1, 2, ...

0, x 6= 0, 1, 2, 3, ...

Η συνάρτηση f προφανώς ικανοποιεί τις (1) και (2) του ορισµού της διακριτής

συνάρτησης πυκνότητας. Για να δούµε αν ισχύει η (3) ϑα χρησιµοποιήσουµε το

ανάπτυγµα Taylor της εκθετικής συνάρτησης

eλ =
∞
∑

x=0

λx

x!
.

΄Ετσι,
∑

x

f(x) =
∞
∑

x=0

λxe−λ

x!
= e−λ

∞
∑

x=0

λx

x!
= e−λ · eλ = 1.

Η εµπειρία δείχνει ότι πολλά τυχαία ϕαινόµενα που έχουν σχέση µε το µέτρηµα

ακολουθούν κατά προσέγγιση την κατανοµή Poisson, όπως για παράδειγµα τα εξής :

(α) Το πλήθος των ατόµων µιας ϱαδιενεργού ουσίας που αποσυντίθενται στη µο-

νάδα του χρόνου.

(ϐ) Το πλήθος των κλήσεων που δέχεται ένα τηλεφωνικό κέντρο στη µονάδα του

χρόνου. (∆ηλαδή η πιθανότητα το πλήθος των κλήσεων που δέχεται το τηλεφω-

νικό κέντρο να είναι x = 0, 1, 2, 3, .. δίνεται από το f(x) = λxe−λ/x!.)

(γ) Το πλήθος των τυπογραφικών λαθών σε µια σελίδα ενός ϐιβλίου,

κ.τ.λ.

Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής ή απλά συνάρτηση κατανοµής για µια τυχαία

µεταβλητή X ορίζεται από τη σχέση

F (x) = P (X ≤ x),

όπου x οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός (−∞ < x < ∞). Η συνάρτηση κατανοµής

µπορεί να υπολογιστεί από την πυκνότητα f , επειδή

F (x) = P (X ≤ x) =
∑

u≤x

f(u),

όπου το άθροισµα στο δεξιό µέλος νοείται ως προς όλα τα u για τα οποία u ≤ x. Αντίστρο-

ϕα, η πυκνότητα µπορεί να προκύψει από τη συνάρτηση κατανοµής, όπως ϑα δούµε και

στο επόµενο παράδειγµα.
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Παράδειγµα 4: Προσδιορίστε τη συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής X
του παραδείγµατος 1, και δώστε τη γραφική της παράσταση.

Η F (x) ϑα είναι :

F (x) =



















0, −∞ < x < 0
1/4, 0 ≤ x < 1
3/4, 1 ≤ x < 2
1, 2 ≤ x < +∞

Για παράδειγµα, για 1 ≤ x < 2, η F ϑα είναι F (x) = f(0) + f(1) = 3/4. Βλέπουµε

ότι η F είναι µη ϕθίνουσα, κλιµακωτή συνάρτηση, και ότι για κάθε ακέραιο x, η F
παρουσιάζει άλµα (ασυνέχεια) µεγέθους f(x) στο x, ενώ είναι σταθερή στο διάστηµα

[x, x + 1). ΄Ετσι, µπορούµε να προσδιορίσουµε την f από την F και αντιστρόφως.

Παράδειγµα 5: Θεωρήστε τη συνάρτηση πυκνότητας f(x) = 1/10 για x = 1, 2, ..., 10
και f(x) = 0 για οποιοδήποτε άλλο x. Ποιά είναι η συνάρτηση κατανοµής F της f ·

Είναι F (x) = 0 αν x < 1, F (x) = 1 αν x > 10, και F (x) =
∑

u≤x f(u) = [x]
10

, αν

1 ≤ x ≤ 10.

Μπορούµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα, λόγου χάρη, P (3 < x ≤ 5), είτε µε τη

ϐοήθεια της f , γράφοντας

P (3 < x ≤ 5) = f(4) + f(5) =
1

10
+

1

10
=

2

10
,

είτε µε τη ϐοήθεια της F :

P (3 < x ≤ 5) = F (5) − F (3) =
2

10
.

Αν ϑέλω να ϐρώ την πιθανότητα P (3 ≤ x ≤ 5) τότε γράφω

P (3 ≤ x ≤ 5) = P (2 < x ≤ 5) = F (5) − F (2) =
3

10
,

κ.τ.λ.

Γενικά, ισχύει η σχέση

P (a < X ≤ b) = F (b) − F (a),

η οποία είναι πολύ χρήσιµη για τον υπολογισµό πιθανοτήτων.

Συνεχείς τυχαίες µεταβλητές

Στη ϑεωρία, αλλά και στην πράξη, εµφανίζονται συχνά καταστάσεις στις οποίες οι ϕυ-

σιολογικές τυχαίες µεταβλητές που πρέπει να χρησιµοποιήσουµε είναι συνεχείς και όχι

διακριτές, δηλαδή µπορούν να πάρουν οποιαδήποτε τιµή σε ένα δεδοµένο διάστηµα (η

τιµή αυτή και εδώ εξαρτάται προφανώς από το αποτέλεσµα του τυχαίου πειράµατος). Τέ-

τοια παραδείγµατα είναι η τυχαία µεταβλητή, έστω T , που παριστάνει το χρόνο διάσπασης

ενός ϱαδιενεργού σωµατιδίου ή το χρόνο Ϲωής ενός ηλεκτρικολυ λαµπτήρα, η τυχαία µε-

ταβλητή X που παριστάνει τη ϑέση ενός κβαντοµηχανικού σωµατιδίου παγιδευµένου σε
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µια περιοχή του χώρου, η τυχαία µεταβλητή που παριστάνει το ύψος ενός ατόµου από

ένα δεδοµένο δείγµα ατόµων, κ.ο.κ.

Γενικά, τυχαίες µεταβλητές που αφορούν µετρήσεις ϕυσικών ποσοτήτων, όπως οι συν-

τεταγµένες στο χώρο, το ϐάρος, ο χρόνος, η ϑερµοκρασία, η τάση του ϱεύµατος, κ.τ.λ.,

περιγράφονται καλύτερα µε συνεχείς τυχαίες µεταβλητές.

Στην περίπτωση των συνεχών τυχαίων µεταβλητών η έκφραση ‘πιθανότητα η µεταβλητή

X να πάρει µια ορισµένη τιµή x’ αντικαθίσταται από την ‘πιθανότητα η µεταβλητή X να

πάρει τιµές σε ένα ορισµένο απειροστό διάστηµα γύρω από το σηµείο x’. Με ϐάση αυτό,

η συνάρτηση πυκνότητας για συνεχείς τυχαίες µεταβλητές ορίζεται από τη σχέση

f(x)dx = P (x < X ≤ x + dx).

Προσέξτε ότι, αντίθετα µε ό,τι συµβαίνει για διακριτές τυχαίες µεταβλητές, η τιµή της

f(x) για το ενδεχόµενο x δεν είναι η πιθανότητα να συµβεί το x.1 Αυτό που παριστάνει

πιθανότητα είναι η το γινόµενο f(x)dx.

Από τον ορισµό της συνάρτησης πυκνότητας για συνεχείς κατανοµές γίνεται ϕανερό ότι

η πιθανότητα το αποτέλεσµα του τυχαίου πειράµατος να είναι στο διάστηµα [a, b] δίνεται

από την

P (a ≤ X ≤ b) =
∫ b

a
f(x)dx

(‘άθροισµα’ των πιθανοτήτων όλων των απειροστών διαστηµάτων dx από το a ως το b),
δηλαδή από το εµβαδόν κάτω από την f στο διάστηµα [a, b].

Προφανώς, η πυκνότητα f ϑα είναι µια µη αρνητική συνάρτηση και ϑα ικανοποιεί την
∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1.

αφού η ολική πιθανότητα ϑα πρέπει να είναι πάντα µονάδα. Η προηγούµενη σχέση

χρησιµοποιείται πολλές ϕορές και ως σχέση ορισµού της συνάρτησης πυκνότητας f .

Στη συνέχεια, ϑα ορίσουµε τη συνάρτηση κατανοµής για συνεχείς τυχαίες µεταβλητές,

η οποία είναι χρήσιµη για τον υπολογισµό διαφόρων πιθανοτήτων που σχετίζονται µε την

τυχαία µεταβλητή X.

Ορισµός: Η συνάρτηση κατανοµής F µιας τυχαίας µεταβλητής X είναι η συνάρτηση

F (x) = P (X ≤ x) =
∫ x

−∞
f(y)dy, −∞ < x < ∞.

Μπορούµε εύκολα να δείξουµε ότι

P (a < x ≤ b) = F (b) − F (a), a ≤ b.

Παρατηρούµε ότι για να υπολογίσουµε την πυκνότητα µιας συνεχούς τυχαίας µετα-

ϐλητής αρκεί να παραγωγίσουµε την F , οπότε

f(x) =
d

dx
F (x), −∞ < x < ∞.

Η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε πραγµατικό αριθµό x στο οποίο η F είναι συνεχής.

Προφανώς, από την απαίτηση να είναι η πιθανότητα µηδέν όταν η τυχαία µεταβλητή

1Σηµειώστε ότι για συνεχείς τυχαίες µεταβλητές, όπου ο δειγµατοχώρος περιλαµβάνει άπειρα στο πλήθος

σηµεία, η πιθανότητα η τυχαία µεταβλητή X να πάρει µια συγκεκριµµένη τιµή είναι µηδέν.
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παίρνει µια συγκεκριµένη τιµή, η F δεν µπορεί να έχει άλµατα (ασυνέχειες), άρα ϑα

πρέπει να είναι συνεχής. Εποµένως, η X είναι συνεχής τυχαία µεταβλητή αν και µόνο αν

η F είναι συνεχής για κάθε πραγµατικό αριθµό x.

Παράδειγµα 6: Υποθέστε ότι ϱίχνουµε ένα ϐέλος σε ένα στόχο σχήµατος κυκλικού

δίσκου µε κέντρο την αρχή των αξόνων Ο και ακτίνα R, στο επίπεδο. Θεωρούµε

ότι ο δειγµατοχώρος του πειράµατος είναι οµοιόµορφος, δηλαδή η πιθανότητα να

καρφωθεί το ϐέλος σε σηµείο µιας περιοχή του στόχου εµβαδού Ε, ορίζεται από

το κλάσµα του Ε προς το συνολικό εµβαδόν του στόχου. Αν X είναι η τυχαία

µεταβλητή που περιγράφει την απόσταση του σηµείου που ¨επιλέχθηκε¨ από το Ο,

τότε να ϐρεθεί η συνάρτηση κατανοµής της.

΄Εστω ότι το ϐέλος καρφώνεται σε σηµείο που απέχει x, 0 ≤ x ≤ R, από το Ο. Τότε,

το ενδεχόµενο A = {ω|X(ω) ≤ x} (δηλαδή το ενδεχόµενο που έχει ως σηµεία τα

δειγµατοσηµεία ω του Ω για τα οποία η τυχαία µεταβλητή X παίρνει τιµές µικρό-

τερες ή ίσες µε x) είναι ένας δίσκος µε κέντρο Ο και ακτίνα x, και εµβαδόν πx2. Η

πιθανότητα να πραγµατοποιηθεί το A ορίζεται από την

P (A) =
area of A

target area
=

πx2

πR2
=

x2

R2
,

και η F ϑα είναι

F (x) =











0, x < 0
x2/R2, 0 ≤ x ≤ R
1, x > R

Αν A = {ω|a ≤ X ≤ b}, µε 0 ≤ a ≤ b ≤ R, τότε P (a < X ≤ b) = F (b) − F (a) =
b2−a2

R2 , ή

P (a < X ≤ b) = 2
b − a

R2

b + a

2
.

΄Ετσι, η πιθανότητα που αποδίδεται στο διάστηµα A δεν εξαρτάται µόνο από το µήκος

του, αλλά επίσης και από το πού ϐρίσκεται, αφού το (a + b)/2 είναι το µέσο του

διαστήµατος [a, b]. Μιλώντας χονδρικά, γεγονότα της µορφής A = {ω|a ≤ X ≤ b}
είναι πιο πιθανά αν είναι µακριά από το κέντρο του στόχου.

Παράδειγµα 7: Κανονική πυκνότητα (Gauss).

΄Εστω η συνάρτηση f(x) = ce−x2/2, −∞ < x < ∞. Υπολογίστε το c ώστε η f να

γίνει πυκνότητα.

Για να κάνουµε την f πυκνότητα πρέπει να ϐρούµε το c έτσι ώστε
∫ ∞
−∞ f(x)dx = 1,

΄Ετσι, c
∫ ∞
−∞ e−x2/2dx = 1. Το ολοκλήρωµα

∫ ∞
−∞ e−x2/2dx υπολογίζεται µε το εξής

τέχνασµα: Θέτω 1
c

=
∫ ∞
−∞ e−x2/2dx, οπότε

1

c2
=

∫ ∞

−∞
e−x2/2dx

∫ ∞

−∞
e−y2/2dy =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−(x2+y2)/2dxdy.

Πηγαίνοντας σε πολικές συντεταγµένες, έχουµε

1

c2
=

∫ ∞

0

∫ 2π

0
e−r2/2rdrdθ = 2π

∫ ∞

0
e−r2/2rdr = −2π

[

e−r2/2
]∞

0
= 2π.

΄Αρα, c = 1/
√

2π, και f(x) = 1√
2π

e−x2/2. Η f λέγεται τυπική κανονική πυκνότητα.

Προφανώς είναι συµµετρική, αφού f(x) = f(−x) για κάθε x.
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Μέση τιµή τυχαίων µεταβλητών

Υποθέστε ότι συµµετέχετε σε ένα τυχερό παιχνίδι. Κάθε ϕορά που παίζετε ‘εισπράτετε’

ένα ποσό X, όπου X είναι µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε πιθανές τιµές x1, x2, ..., xr,

τόσο ϑετικές όσο και αρνητικές. Το ερώτηµα είναι αν συµφέρει να συµµετάσχετε. Ας

υποθέσουµε ότι το παιχνίδι παίζεται N ϕορές και ότι οι διαφορετικές παρτίδες του παι-

χνιδιού συνιστούν ανεξάρτητες επαναλήψεις του ίδιου πειράµατος, το οποίο παρατηρεί τη

µεταβλητή X. Αν συµβολίσουµε µε N(xi) το πλήθος των παρτίδων (στις N ) που έδωσαν

για τη X την τιµή xi, τότε η συνολική είσπραξη/απώλεια από το παιχνίδι ϑα είναι

N(x1)x1 + N(x2)x2 + · · · + N(xr)xr =
r

∑

i=1

xiN(xi).

Το µέσο ποσό που εισπράτετε (ή χάνετε) τότε είναι

r
∑

i=1

xi
N(xi)

N
.

Ερµηνεύοντας την πιθανότητα ως σχετική συχνότητα, αν το N είναι αρκετά µεγάλο,

περιµένουµε ότι
N(xi)

N
≃ P (X = xi) = f(xi).

Εποµένως το µέοο ποσό που εισπράτετε ή χάνετε ϑα πρέπει να είναι περίπου ίσο µε

µ =
∑r

i=1 xif(xi). Αν το ποσό αυτό είναι ϑετικό ϕαίνεται λογικό να περιµένουµε καθαρό

κέρδος από το παιχνίδι, αν είναι αρνητικό Ϲηµία και αν είναι µηδέν ούτε κέρδος ούτε

Ϲηµία.

Γενικά, έστω µια διακριτή τυχαία µεταβλητή X που παίρνει τις πεπερασµένες το πλή-

ϑος τιµές x1, x2, ..., xr. Τότε η µέση τιµή της X, η οποια συµβολίζεται µε µ ή E(X) ή X̄
ή < X > είναι ο αριθµός

E(X) =
r

∑

i=1

xif(xi),

όπου f(x) είναι η πυκνότητα της X.

Υποθέστε ότι η X έχει την οµοιόµορφη πυκνότητα f(xi) = P (X = xi) = 1/r. Τότε

από τον ορισµό της µέσης τιµής έχουµε ότι E(X) = (1/r)
∑r

i=1 xi = (x1 +x2 + · · ·+xr)/r,

δηλαδή στην περίπτωση αυτή η E(X) είναι απλώς ο µέσος όρος των πιθανών τιµών της

X. Γενικά, όπως ϕαίνεται από τον ορισµό της, η E(X) είναι ένας ¨µέσος όρος¨ µε ϐάρη

των πιθανών τιµών της X. ΄Οταν το πλήθος των τιµών της X είναι άπειρο (αριθµήσιµο), η

µέση τιµή έχει νόηµα αν το άθροισµα
∑∞

i=1 xif(xi) είναι καλά ορισµένο.

Για µια συνεχή τυχαία µεταβλητή µε πυκνότητα f(x) η µέση τιµή ορίζεται από τη

σχέση

E(X) =
∫ ∞

−∞
xf(x)dx,

όπου το άθροισµα πάνω σε όλες τις πιθανές τιµές της X έχει αντικατασταθεί µε ολοκλή-

ϱωµα.

Παρακάτω δίνονται οι σηµαντικότερες ιδιότητες της µέσης τιµής, που προκύπτουν

εύκολα από τον ορισµό της. Για δύο τυχαίες µεταβλητές X και Y µε πεπερασµένη µέση

τιµή, έχουµε
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α) Αν η Q παίρνει µόνο µία τιµή, c =σταθερά, και P (X = c) = 1, τότε E(X) = c.
ϐ) Αν c =σταθερά, τότε η cX έχει πεπερασµένη µέση τιµή, και E(cX) = cE(X).
γ) Η X + Y έχει πεπερασµένη µέση τιµή και E(X + Y ) = E(X) + E(Y )
δ) Υποθέστε ότι P (X ≥ Y ) = 1. Τότε, E(X) ≥ E(Y ). Επιπλέον, E(X) = E(Y ), αν

και µόνο αν P (X = Y ) = 1.

ε) |E(X)| ≤ E(X)
στ) E(XY ) = E(X)E(Y ), αν X και Y είναι δύο ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές.

Παράδειγµα 8: Υπολογίστε τη µέση τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής X που ακολουθεί

τη (διακριτή) πυκνότητα Poisson του Παραδείγµατος 3, δηλαδή f(j) = P (X = j) =
λj

j!
e−λ.

΄Εχουµε

E(X) =
∞
∑

j=1

j
λj

j!
e−λ = e−λ

∞
∑

j=1

λj

(j − 1)!
= λe−λ

∞
∑

j=1

λj−1

(j − 1)!

= λe−λ
∞
∑

i=0

λi

(i)!
= λe−λeλ = λ

⇒ E(X) = λ,

όπου χρησιµοποιήσαµε το ανάπτυγµα Taylor της εκθετικής συνάρτησης
∑∞

j=0
λj

j!
=

eλ.

Παράδειγµα 9: Υποθέτουµε ότι η τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί γεωµετρική κα-

τανοµή µε παράµετρο p, δηλαδή f(j) = P (X = j) = p(1 − p)j. Υπολογίστε την

E(X).

΄Εχουµε

E(X) =
∞
∑

j=0

jp(1 − p)j = p(1 − p)
∞
∑

j=0

j(1 − p)j−1

= −p(1 − p)
∞
∑

j=0

d

dp
[(1 − p)j] = −p(1 − p)

d

dp

∞
∑

j=0

(1 − p)j

Αλλά
∑∞

j=0(1 − p)j = 1/p, οπότε

E(X) = −p(1 − p)
d

dp
(1/p) = (1 − p)/p.

Παράδειγµα 10: Υποθέτουµε ότι η συνεχής τυχαία µεταβλητή X έχει οµοιόµορφη

πυκνότητα στο διάστηµα (a, b), δηλαδή f(x) = c (c σταθερά) για κάθε x ∈ (a, b) και

f(x) = 0 για x ≤ a και x ≥ b. Τότε,

E(X) =
∫ b

a
x

1

b − a
dx =

1

b − a

[

x2

2

]b

a

=
1

b − a

b2 − a2

2
=

b + a

2
.
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Παράδειγµα 11: Η πυκνότητα µιας τυχαίας µεταβλητής X είναι

f(x) =

{

x/2, 0 < x < 2
0, αλλιώς

Υπολογίστε τη µέση τιµή της X.

΄Εχουµε

E(X) =
∫ ∞

−∞
xf(x)dx =

∫ 2

0
x

1

2
xdx =

1

2

[

x3

3

]2

0

=
4

3
.

Ροπές, διασπορά, τυπική απόκλιση τυχαίων µεταβλητών

΄Εστω X µια διακριτή τυχαία µεταβλητή, και r ≥ 0 ακέραιος. Ονοµάζουµε ϱοπή τάξης r
της X τη µέση τιµή της µεταβλητής Xr (αν υπάρχει, αν δηλαδή είναι πεπερασµένη). Αν η

X έχει ϱοπή τάξης r, τότε η ϱοπή τάξης r της (X −µ), όπου µ η µέση τιµή της X, λέγεται

κεντρική ϱοπή τάξης r της X. ΄Ετσι, η ϱοπή τάξης r και η κεντρική ϱοπή τάξης r για

µια διακριτή τυχαία µεταβλητή X δίνονται από τις σχέσεις

E(Xr) =
n

∑

j=1

xr
jf(xj),

E[(X − µ)r] =
n

∑

j=1

(xj − µ)rf(xj).

Σύµφωνα µε τις παραπάνω σχέσεις, η ϱοπή τάξης r προσδιορίζεται πλήρως από την πυκ-

νότητα f της τυχαίας µεταβλητής. Μπορούµε λοιπόν να µιλάµε για τη ϱοπή τάξης r και

την κεντρική ϱοπή τάξης r της f . Για συνεχείς τυχαίες µεταβλητές, οι παραπάνω σχέσεις

τροποποιούνται ως εξής :

E(Xr) =
∫ ∞

−∞
xrf(x)dx,

E[(X − µ)r] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)rf(x)

Αν η τυχαία µεταβλητή X έχει ϱοπή τάξης r, τότε η X έχει ϱοπή κάθε τάξης k µε k ≤ r.

Γενικά, όσο περισσότερες ϱοπές της X γνωρίζουµε, τόσο περισσότερες πληροφορίες

έχουµε αποκτήσει για την πυκνότητα της X. Στις εφαρµογές το µεγαλύτερο ενδιαφέρον

παρουσιάζουν οι δύο πρώτες ϱοπές. Προσέξτε ότι η ϱοπή πρώτης τάξης (r = 1), είναι

απλώς η µέση τιµή της X. ΄Εστω X µια τυχαία µεταβλητή µε πεπερασµένη δεύτερη ϱοπή

(r = 2). Τότε, η διασπορά ή διακύµανση ή µεταβλητότητα της X, η οποία συµβολίζεται

µε Var(X) ή (∆X)2 ή σ2(X), ή απλά σ2, ορίζεται από την

Var(X) = E[(X − E(X))2].

Προφανώς η διασπορά είναι µη αρνητικός αριθµός, και δείχνει πόσο ¨απλωµένη¨ είναι

η κατανοµή της πιθανότητας. Είναι δηλαδή ένα µέτρο του πόσο διασπαρµένες είναι οι

τιµές της τυχαίας µεταβλητής γύρω από τη µέση τιµή της, µ. Αν οι διάφορες δυνατές τιµές

της X είναι συγκεντρωµένες κοντά στη µέση τιµή µ τότε η διασπορά σ2(X) είναι µικρή,

διαφορετικά είναι µεγάλη. Η ϑετική τετραγωνική ϱίζα της διασποράς λέγεται τυπική
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απόκλιση και συµβολίζεται συχνά µε ∆X ή σ(X) ή σ. Σηµειώστε ότι αν η X εκφράζεται

σε κάποιες ϕυσικές µονάδες, τότε η τυπική απόκλιση σ εκφράζεται στις ίδιες µονάδες.

Από τον ορισµό της, οι σχέσεις που δίνουν τη διασπορά µιας διακριτής ή συνεχούς τυχαίας

µεταβλητής X είναι

σ2(X) =
n

∑

j=1

(xj − µ)2f(xj)

σ2(X) =
∫ ∞

−∞
(x − µ)2f(x)

αντίστοιχα.

Παράδειγµα 12: Υπολογίστε τη διασπορά σ2 και την τυπική απόκλιση σ της πυκνό-

τητας

f(x) =

{

1
2
x, 0 < x < 2

0, αλλιώς
.

Στο προηγούµενο παράδειγµα ϐρήκαµε ότι µ = 4/3. ΄Ετσι,

σ2 =
∫ ∞

−∞

(

x − 4

3

)2

f(x)dx =
∫ 2

0

(

x − 4

3

)2 1

2
xdx =

4

9
,

οπότε σ = 2/3.

Παρακάτω δίνονται οι σηµαντικότερες ιδιότητες της διασποράς για δύο τυχαίες µεταβλητές

X και Y .

α) σ2 = E[(X − µ)2] = E(X2) − µ2.

ϐ) Var(cX) = c2Var(X), όπου c =σταθερά.

γ) Αν X και Y είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, τότε

Var(X ± Y ) = Var(X) + Var(Y ).

δ) Αν X και Y είναι τυχαίες µεταβλητές, τότε

Var(X ± Y ) = Var(X) + Var(Y ) ± 2E[(X − µX)(Y − µY )],

όπου µX και µU η µέση τιµή της X και Y , αντίστοιχα.

Η ποσότητα E[(X−µX)(Y −µY )] λέγεται συνδιασπορά ή συνδιακύµανση ή συµµε-

ταβλητότητα των τυχαίων µεταβλητων X και Y , και συµβολιζεται µε σXY ή Cov(X, Y ).
∆ηλαδή

Cov(X,Y ) = σXY = E[(X − µX)(Y − µY )].

Αν οι X και Y είναι ανεξάρτητες, τότε σXY = 0. Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα. Για

X και Y δύο τυχαίες µεταβλητές µε πεπερασµένες µη µηδενικές διασπορές, ο λεγόµενος

συντελεστής συσχέτισης ορίζεται από την

ρ = ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )

√

Var(X)Var(Y )
.

11



Ο συντελεστής συσχέτισης µας δίνει ένα µέτρο για το ϐαθµό εξάρτησης ανάµεσα στις δύο

τυχαίες µεταβλητές. Λέµε ότι οι δύο τυχαίες µεταβλητές είναι ασυσχέτιστες αν ρ = 0.

Αφού σXY = 0 όταν οι X και Y είναι ανεξάρτητες, ϐλέπουµε αµέσως ότι δύο ανεξάρτη-

τες τυχαίες µεταβλητές είναι πάντα ασυσχέτιστες. Είναι δυνατόν όµως δύο εξαρτηµένες

τυχαίες µεταβλητές να είναι επίσης ασυσχέτιστες. Για τις εφαρµογές στη Στατιστική είναι

σηµαντικό να ξέρουµε ότι ο συντελεστής ρ παίρνει πάντα τιµές µεταξύ -1 και 1.

Ασκήσεις

1. Να προσδιοριστεί η σταθερά c ώστε η συνάρτηση

f(x) =

{

cx2, 0 < x < 2
0, αλλιώς

να είναι συνάρτηση πυκνότητας. Υπολογίστε τη συνάρτηση κατανοµής για την τυ-

χαία µεταβλητή της οποίας η f είναι συνάρτηση πυκνότητας. Κατόπιν υπολογίστε

την P (1 < X < 2).

2. ΄Ενα νόµισµα ϱίχνεται τρεις ϕορές. Αν η τυχαία µεταβλητή Z παριστάνει το πλήθος

των αποτελεσµάτων Κ, τότε ϐρείτε τη συνάρτηση πυκνότητας και κατανοµής της Z
και παραστήστε τις γραφικά.

3. Μια τυχαία µεταβλητή Y έχει συνάρτηση πυκνότητας

f(y) =











cy2, 1 ≤ y ≤ 2
cy, 2 ≤ y ≤ 3
0, αλλιώς.

Να υπολογιστούν : α) η σταθερά c, ϐ) οι πιθανότητες P (Y > 2) και P (1
2

< Y < 3
2
).

4. Υποθέστε ότι διαλέγετε τυχαία έναν πραγµατικό αριθµό X από το διάστηµα [2,10].

α) Βρείτε την συνάρτηση πυκνότητας f(x) και την πιθανότητα ενός γεγονότος A για

το πείραµα αυτό, όπου A είναι ένα υποδιάστηµα [a, b] του [2,10].

ϐ) Από το (α), ϐρείτε τις πιθανότητες P (X > 5), και P (5 < X < 7).

5. Υποθέστε ότι διαλέγετε έναν πραγµατικό αριθµό X από το διάστηµα [2,10], µε µιά

συνάρτηση πυκνότητας της µορφής

f(x) = c x,

όπου c είναι µιά σταθερά.

α) Βρείτε το c .

ϐ) Βρείτε την P (A), όπου A = [a, b] είναι ένα υποδιάστηµα του [2,10].

γ) Βρείτε τις P (X > 5) και P (X < 7).

6. Λύστε το προηγούµενο πρόβληµα µε f(x) = c/x.
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7. Υποθέστε ότι παρατηρείτε µια ϱαδιενεργό πηγή η οποία εκπέµπει σωµάτια µε ϱυθµό

που περιγράφεται από την εκθετική συνάρτηση πυκνότητας

f(t) = λe−λt,

όπου λ = 1, έτσι ώστε η πιθανότητα P (0, T ) το σωµατίδιο να εµφανιστεί στα επόµενα

T δευτερόλεπτα είναι

P ([0, T ]) =
∫ T

0
λ e−λt dt.

Βρείτε την πιθανότητα ένα σωµατίδιο (όχι απαραίτητα το πρώτο) να εµφανιστεί

α) εντός του επόµενου δευτερολέπτου,

ϐ) εντός των επόµενων τριών δευτερολέπτων,

γ) µεταξύ του τρίτου και τέταρτου δευτερολέπτου από τώρα,

δ) µετά από τέσσερα δευτερόλεπτα από τώρα.

8. ∆ιαλέξτε έναν αριθµό B τυχαία από το διάστηµα [0, 1] µε οµοιόµορφη πυκνότητα.

Βρείτε την πιθανότητα

α) P (1/3 < B < 2/3) .

ϐ) P (B < 1/4 ή 1 − B < 1/4).

9. Μια τυχαία µεταβλητή έχει πυκνότητα

f(x) =
c

x2 + 1
,

όπου −∞ < x < ∞. (α) Υπολογίστε την τιµή της σταθεράς c. (ϐ) Υπολογίστε την

πιθανότητα P (1/3 < X2 < 1). (γ) Προσδιορίστε τη συνάρτηση κατανοµής για τη

δοσµένη f(x).

10. Η συνάρτηση κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής X είναι

F (x) =

{

1 − e−2x, x ≥ 0
0, x < 0.

Βρείτε (α) την πυκνότητα, (ϐ) την πιθανότητα P (X > 2), και (γ) την πιθανότητα

P (−3 < X ≤ 4).

14. Η συνάρτηση κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής X είναι

F (x) =











cx3, 0 ≤ x < 3
1, x ≥ 3
0, x < 0.

Εάν P (X = 3) = 0, να ϐρεθούν (α) η σταθερά c, (ϐ) η πυκνότητα, (γ) οι πιθανότητες

P (X > 1), P (1 < X < 2).

11. Μπορεί η συνάρτηση

F (x) =

{

c(1 − x2), 0 ≤ x ≤ 1
0, αλλιώς

να παριστάνει συνάρτηση κατανοµής; Γιατί;
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12. Μια συνεχής τυχαία µεταβλητή έχει πυκνότητα

f(x) =

{

2e−2x, για x > 0
0, για x ≤ 0.

Να υπολογιστούν

α) η µέση τιµή της X,

ϐ) η µέση τιµή της X2, και

γ) η διασπορά και η τυπική απόκλιση της X.
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