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ΤΕΤΥ - ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ

Ασκήσεις 2 : Ολοκλήρωση µιγαδικής συνάρτησης

1. Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα των συναρτήσεων f1(z) = 1/z και f2(z) = z2
− 1, µε

δρόµο ολοκλήρωσης τον κύκλο κέντρου µηδέν και ακτίνας R.

2. Υπολογίστε το ολοκλήρωµα της συνάρτησης f(z) = y = Imz όταν ο δρόµος ολοκλήρω-

σης είναι ορθογώνιο παραλληλόγραµµο µε κορυφές στα σηµεία (−2, 1), (2, 1), (2,−1)
και (−2,−1).

3. Χρησιµοποιώντας τον τύπο του Cauchy

f(z0) =
1

2πi

∮
c

f(z)

z − z0

dz

αποδείξτε ότι

f (n)(z0) =
n!

2πi

∮
c

f(z)

(z − z0)n+1
dz,

όπου f(z) αναλυτική µέσα και πάνω στην περιοχή ολοκλήρωσης και z0 εσωτερικό του

δρόµου c.

4. Γράψτε τους τέσσερις πρώτους όρους της Σειράς Taylor της συνάρτησης ez, γύρω από

το µηδέν και γύρω από το 1, και τους τρεις πρώτους όρους της Σειράς Taylor της

συνάρτησης sin z γύρω από το µηδέν.

5. Γράψτε τους τέσσερις πρώτους όρους της Σειράς Laurent της συνάρτησης ez/z2, γύρω

από το µηδέν, και της ez/(z − 1) γύρω από το 1.

6. Υπολογίστε το ολοκλήρωµα της f(z) = 1/(z + z2), µε δρόµο ολοκλήρωσης κύκλο

κέντρου µηδέν και ακτίνας 3.

7. Υπολογίστε, µε χρήση µιγαδικής ολοκλήρωσης, τα εξής ολοκληρώµατα:
∫ 2π

0

sin(2θ)

cos(θ)
dθ,

∫ +∞

−∞

1

x2 + 1
dx,

∫
∞

0

cos(2x)

x2 + 1
dx,

∫ +∞

−∞

cos(2x)

x2
− 1

dx.
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ΣηȝİȚώȝαĲα 

Σηȝİȓωȝα αȞαφοȡάȢ 

Copyright ȆαȞİπȚıĲȒȝȚȠ ΚȡȒĲȘȢ, Μαȡȓα ΚαφİıȐțȘέ «ǼφαȡȝȠıȝȑȞα ΜαșȘȝαĲȚțȐέ ǹıțȒıİȚȢ βμ 
ȅȜȠțȜȒȡȦıȘ ȝȚȖαįȚțȒȢ ıυȞȐȡĲȘıȘȢ»έ ΈțįȠıȘμ 1έίέ ΗȡȐțȜİȚȠ βί1ηέ ǻȚαșȑıȚȝȠ απȩ ĲȘ įȚțĲυαțȒ 
įȚİȪșυȞıȘμ httpsμήήopencoursesέuocέgrήcoursesήcourseήview.php?id=337 

 

Σηȝİȓωȝα ΑįİȚοįόĲηıηȢ 

ȉȠ παȡȩȞ υȜȚțȩ įȚαĲȓșİĲαȚ ȝİ ĲȠυȢ ȩȡȠυȢ ĲȘȢ ȐįİȚαȢ χȡȒıȘȢ Creative Commons ǹȞαφȠȡȐ, ΜȘ 
ǼȝπȠȡȚțȒ ΧȡȒıȘ, ΌχȚ ȆαȡȐȖȦȖȠ ΈȡȖȠ ζέί [1] Ȓ ȝİĲαȖİȞȑıĲİȡȘ, ǻȚİșȞȒȢ ΈțįȠıȘέ ǼȟαȚȡȠȪȞĲαȚ Ĳα 
αυĲȠĲİȜȒ ȑȡȖα ĲȡȓĲȦȞ πέχέ φȦĲȠȖȡαφȓİȢ, įȚαȖȡȐȝȝαĲα țέȜέπέ, Ĳα ȠπȠȓα İȝπİȡȚȑχȠȞĲαȚ ıİ αυĲȩ țαȚ Ĳα 
ȠπȠȓα αȞαφȑȡȠȞĲαȚ ȝαȗȓ ȝİ ĲȠυȢ ȩȡȠυȢ χȡȒıȘȢ ĲȠυȢ ıĲȠ «ȈȘȝİȓȦȝα ΧȡȒıȘȢ ΈȡȖȦȞ ȉȡȓĲȦȞ»έ 
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ΩȢ Μη ǼȝποȡȚțȒ ȠȡȓȗİĲαȚ Ș χȡȒıȘμ 

 πȠυ įİȞ πİȡȚȜαȝȕȐȞİȚ ȐȝİıȠ Ȓ ȑȝȝİıȠ ȠȚțȠȞȠȝȚțȩ ȩφİȜȠȢ απȩ ĲȘȞ χȡȒıȘ ĲȠυ ȑȡȖȠυ, ȖȚα ĲȠ 
įȚαȞȠȝȑα ĲȠυ ȑȡȖȠυ țαȚ αįİȚȠįȩχȠ 

 πȠυ įİȞ πİȡȚȜαȝȕȐȞİȚ ȠȚțȠȞȠȝȚțȒ ıυȞαȜȜαȖȒ ȦȢ πȡȠȨπȩșİıȘ ȖȚα ĲȘ χȡȒıȘ Ȓ πȡȩıȕαıȘ ıĲȠ 
ȑȡȖȠ 

 πȠυ įİȞ πȡȠıπȠȡȓȗİȚ ıĲȠ įȚαȞȠȝȑα ĲȠυ ȑȡȖȠυ țαȚ αįİȚȠįȩχȠ ȑȝȝİıȠ ȠȚțȠȞȠȝȚțȩ ȩφİȜȠȢ (πέχέ 
įȚαφȘȝȓıİȚȢ) απȩ ĲȘȞ πȡȠȕȠȜȒ ĲȠυ ȑȡȖȠυ ıİ įȚαįȚțĲυαțȩ ĲȩπȠ 

ȅ įȚțαȚȠȪχȠȢ ȝπȠȡİȓ Ȟα παȡȑχİȚ ıĲȠȞ αįİȚȠįȩχȠ ȟİχȦȡȚıĲȒ ȐįİȚα Ȟα χȡȘıȚȝȠπȠȚİȓ ĲȠ ȑȡȖȠ ȖȚα 
İȝπȠȡȚțȒ χȡȒıȘ, İφȩıȠȞ αυĲȩ ĲȠυ ȗȘĲȘșİȓέ 

ǻȚαĲȒȡηıη ΣηȝİȚωȝάĲωȞ 

ȅπȠȚαįȒπȠĲİ αȞαπαȡαȖȦȖȒ Ȓ įȚαıțİυȒ ĲȠυ υȜȚțȠȪ șα πȡȑπİȚ Ȟα ıυȝπİȡȚȜαȝȕȐȞİȚμ 

 ĲȠ ȈȘȝİȓȦȝα ǹȞαφȠȡȐȢ 

 ĲȠ ȈȘȝİȓȦȝα ǹįİȚȠįȩĲȘıȘȢ 

 ĲȘ įȒȜȦıȘ ǻȚαĲȒȡȘıȘȢ ȈȘȝİȚȦȝȐĲȦȞ 
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ΧȡηȝαĲοįόĲηıη 

• ȉȠ παȡȩȞ İțπαȚįİυĲȚțȩ υȜȚțȩ ȑχİȚ αȞαπĲυχșİȓ ıĲα πȜαȓıȚα ĲȠυ İțπαȚįİυĲȚțȠȪ ȑȡȖȠυ ĲȠυ 
įȚįȐıțȠȞĲαέ 

• ȉȠ ȑȡȖȠ «ǹȞȠȚțĲȐ ǹțαįȘȝαȧțȐ ΜαșȒȝαĲα ıĲȠ ȆαȞİπȚıĲȒȝȚȠ ΚȡȒĲȘȢ» ȑχİȚ χȡȘȝαĲȠįȠĲȒıİȚ 
ȝȩȞȠ ĲȘ αȞαįȚαȝȩȡφȦıȘ ĲȠυ İțπαȚįİυĲȚțȠȪ υȜȚțȠȪέ  

• ȉȠ ȑȡȖȠ υȜȠπȠȚİȓĲαȚ ıĲȠ πȜαȓıȚȠ ĲȠυ ǼπȚχİȚȡȘıȚαțȠȪ ȆȡȠȖȡȐȝȝαĲȠȢ «ǼțπαȓįİυıȘ țαȚ ǻȚα 
ǺȓȠυ ΜȐșȘıȘ» țαȚ ıυȖχȡȘȝαĲȠįȠĲİȓĲαȚ απȩ ĲȘȞ ǼυȡȦπαȧțȒ ΈȞȦıȘ (ǼυȡȦπαȧțȩ ΚȠȚȞȦȞȚțȩ 
ȉαȝİȓȠ) țαȚ απȩ İșȞȚțȠȪȢ πȩȡȠυȢέ 

 

 

 


