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΄Ασκηση 1:

Αφού lim
n→∞

an = 0 τότε ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N τ.ω. για κάθε n ≥ n0 να ισχύει

|an|p < ε.

Θέλουμε να αποδείξουμε ότι η σειρά

∞∑
n=1

an να συγκλίνει.

Αρκεί να δείξουμε ότι η ακολουθία μερικών αθροισμάτων είναι Cauchy.

΄Εστω Sn =
n∑

i=1

ai, , και έστω ε > 0.

Θα δείξουμε ότι υπάρχει n1 ∈ N τ.ω ∀n,m ≥ n1 |Sn − Sm|p < ε.

Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι m < n.

|Sn−Sm|p = |am+1+am+2+ · · ·+an|p ≤ max{|am+1|p+ |am+2|p+ · · ·+ |an|p}.

Αφού lim
n→∞

an = 0 υπάρχει n0 ∈ N τ.ω. ∀n ≥ n0 |an|p < ε.

Επιλέγουμε n1 = n0 άρα ∀n,m ≥ n0 ⇒ |an|p < ε, |am|p < ε

άρα max{|am+1|p + |am+2|p + · · ·+ |an|p} < ε

Τελικά δείξαμε ότι για το τυχαίο ε > 0 ∃n1 ∈ N τ.ω.

∀n,m ≥ n1 |Sn − Sm|p < ε.

΄Αρα η Sn είναι Cauchy, και συνεπώς αφού (Qp, | · |) έπεται ότι συγκλίνει

΄Ασκηση 2:

΄Εστω {xn} μία ακολουθία Cauchy ρητών αριθμών ∀ε > 0 ,∃n0 ∈ N τ.ω.

∀n,m ≥ n0 |xm − xn|p < ε

Αν πάρουμε m = n+ 1 θα έχουμε lim
n→+∞

|xn+1 − xn|p = 0.

΄Εστω τώρα ότι lim
n→+∞

|xn+1 − xn|p = 0. Θα δείξουμε ότι η xn είναι Cauchy.

΄Εστω ε > 0, τότε ∃n0 ∈ N τ.ω. ∀n ≥ n0 |xn+1 − xn|p < ε.

Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι m < n

|xm−xn|p = |(xm−xm+1)+(xm+1−xm+2)+(xm+2−xm+3)+· · ·+(xn−1−xn)|p ≤

max{|xm − xm+1|p, |xm+1 − xm+2|p, · · · , |xn−1 − xn|p}

Οπότε αν m,n ≥ n0 max{|xm+1 − xm|p, · · · , |xn − xn−1|p} < ε

΄Αρα τελικά |xm − xn|p < ε

Οπότε η ακολουθία {xn} είναι Cauchy.

΄Ασκηση 3:
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1. |15|5 = 1
5 , 15 = 5(3 + 0 · 5 + 0 · 52 + · · · )

| − 1|5 = 1, −1 = 4 + 4 · 5 + 4 · 52 + · · · )

Από άσκηση 5 του πρώτου φυλλαδίου προκύπτει ότι:

| − 3|5 = 1, −3 = 2 + 4 · 5 + 4 · 52 + · · · )

αφού ε5(−3) = (2, 22, 122, 622, · · · ) και (5k−2)−(5k−1−2)
5k−1 = 5k−1(5−1)

5k−1 = 4.

2. 6! = 24 · 32 · 5 άρα |6!|3 = 1
32 = 1

9

24 · 5 = 80 ε3(80) = (2, 8, 26, 80, 80, · · · )

΄Αρα 6! = 32(2 + 2 · 3 + 2 · 32 + 2 · 33 + 0 · 34 + 0 · 35 + · · · )

3.
1
3! =

1
3 ·

1
2 | 13! |3 = 3

2x0 ≡ 1(mod3) ⇒ x0 = 2(mod3) x1 = 3k + 2

2x1 ≡ 1(mod9) ⇒ 2(3k + 2) = 1(mod9) ⇒ 6k ≡ 6(mod9) ⇒

2k ≡ 2(mod3) ⇒ k ≡ 1(mod3) ⇒ x1 ≡ 5(mod32) x2 = 32k + 5

2x2 ≡ 1(mod33) ⇒ 2(32k+5) = 1(mod33) 2 ·32k ≡ 2 ·32(mod33) ⇒

2k ≡ 2(mod3) ⇒ k ≡ 1(mod3) ⇒ x2 = 14 , x2 = 33k + 14

2x3 ≡ 1(mod34) ⇒ 2(33k + 14) = 1(mod34) ⇒ 2 · 33k ≡

2 · 33(mod34) ⇒ 2k ≡ 2(mod3) ⇒ k ≡ 1(mod3) ⇒ x3 = 41

ε3(
1
2 ) = (2, 5, 14, 41, · · · )

Επομένως
1
3! = 3−1(2 + 1 · 3 + 1 · 32 + 1 · 33 + · · · )

΄Ασκηση 4:

εp(1) = (1, 1, 1, 1, 1, · · · ) άρα
1
p = p−1(1 + 0 · p+ 0 · p2 + 0 · p3 + · · · )
1
pk = p−k(1 + 0 · p+ 0 · p2 + 0 · p3 + · · · )

΄Ασκηση 5:

Από την άσκηση 3 έχουμε υπολογίσει ότι ε3(
1
2 ) = (2, 5, 14, 41, · · · ) οπότε

1
2 = 2 + 1 · 3 + 1 · 32 + 1 · 33 + · · ·

2x0 ≡ 1(mod5) ⇒ x0 ≡ 3(mod5) ⇒ x0 = 5k + 3

2x1 ≡ 1(mod52) ⇒ 2(5k + 3) ≡ 1(mod52) ⇒ 2 · 5k ≡ 4 · 5(mod25) ⇒

2k ≡ 4(mod5) ⇒ k ≡ 2(mod5) ⇒ x1 ≡ 13(mod52) ⇒ x1 = 52k + 13.

2x2 ≡ 1(mod53) ⇒ 2(52k + 13) ≡ 1(mod53) ⇒ 2 · 52k ≡ 4 · 52(mod53) ⇒

2k ≡ 4(mod5) ⇒ k ≡ 2(mod5) ⇒ x2 ≡ 63(mod53) ⇒ x2 = 53k + 63.

2x3 ≡ 1(mod54) ⇒ 2(53k + 63) ≡ 1(mod54) ⇒ 2 · 53k ≡ 4 · 53(mod54) ⇒

2k ≡ 4(mod5) ⇒ k ≡ 2(mod5) ⇒ x3 ≡ 313(mod54)
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ε5(
1
2 ) = (3, 13, 63, 313, · · · )

Επομένως,
1
2 = 3 + 2 · 5 + 2 · 52 + 2 · 53 + · · ·

2x0 ≡ 1(mod7) ⇒ x0 = 4(mod7) ⇒ x0 = 7k + 4.

2x1 ≡ 1(mod72) ⇒ 2(7k + 4) ≡ 1(mod72) ⇒ 2 · 7k ≡ 6 · 7(mod72) ⇒

2k ≡ 6(mod7) ⇒ k ≡ 3(mod7) ⇒ x1 = 25(mod72) ⇒ x1 = 72k + 25.

2x2 ≡ 1(mod73) ⇒ 2(72k + 25) ≡ 1(mod73) ⇒ 2 · 72k ≡ 6 · 72(mod73) ⇒

2k ≡ 6(mod7) ⇒ k ≡ 3(mod7) ⇒ x2 ≡ 172(mod73) ⇒ x2 = 73k + 172

2x3 ≡ 1(mod74) ⇒ 2(73k + 172) ≡ 1(mod74) ⇒

2 · 73k ≡ 6 · 73(mod74) ⇒ 2k ≡ 6(mod7) ⇒ k = 3(mod7) ⇒

x3 ≡ 1201(mod74)

ε7(
1
2 ) = (4, 25, 172, 1201, · · · )

Επομένως,
1
2 = 4 + 3 · 7 + 3 · 72 + 3 · 73 + · · ·

Αφού p-περιττός πρώτος 2|p+ 1 και 2(p+1
2 ) ≡ 1(modp) άρα η λύση της

2x0 ≡ 1(modp) είναι x0 ≡ p+1
2 (modp).

Επίσης 2|pn + 1 και 2pn+1
2 ≡ 1(modpn)

Οπότε συμπεραίνουμε ότι η λύση της 2xn−1 ≡ 1(modpn) είναι

xn−1 ≡ pn+1
2 (modpn)

an = xn−xn−1

pn =
pn+1−1

2 − pn+1
2

pn = pn+1+1−pn−1
2pn = pn(p−1)

2pn = p−1
2 για κάθεn ≥ 1

΄Εχουμε ότι a0 = x0 = p+1
2 .

΄Αρα για ένα περιττό πρώτο p το p-αδικό ανάπτυγμα του 1
2 θα είναι

p+1
2 + p−1

2 p+ p−1
2 p2 + p−1

2 p3 + · · ·
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