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Βασικὴ περιγραφὴ τῶν θεμάτων ποὺ συζητήθηκαν τὴν 5η ἑβδομάδα
(Δὲν πρόκειται γιὰ λεπτομερῆ περιγραφή.)

•Δακτύλιος: VΕνα μὴ κενὸ σύνολο R, ἐφοδιασμένο μὲ δύο πράξεις + (ποὺ λέγεται

‘‘πρόσθεση’’) καὶ · (ποὺ λέγεται ‘‘πολλαπλασιασμός’’) λέμε πὼς εἶναι δακτύλιος, ἂν

οἱ πράξεις του ἱκανοποιοῦν τὶς ἑξῆς ἰδιότητες:

1. (a+b)+ c = a+ (b+ c) ∀a, b, c ∈ R (προσεταιριστικὴ ἰδιότητα τῆς πρόσθεσης).

2. a + b = b + a ∀a, b ∈ R (μεταθετικὴ ἰδιότητα τῆς πρόσθεσης).

3. ∃ 0R ∈ R : a+ 0R = a = 0R + a ∀a ∈ R. Τὸ στοιχεῖο αὐτὸ ὀνομάζεται ‘‘μηδενικὸ
στοιχεῖο τοῦ R’’.

4. Γιὰ κάθε a ∈ R ὑπάρχει a′ ∈ R τέτοιο ὥστε a + a′ = 0R = a′ + a. VΕνα τέτοιο

στοιχεῖο a′ χαρακτηρίζεται ὡς ‘‘ἀντίθετο στοιχεῖο τοῦ a’’.

5. (a · b) · c = a · (b · c) ∀a, b, c ∈ R (προσεταιριστικὴ ἰδιότητα τοῦ πολλαπλασια-

σμοῦ).

6. a · (b+ c) = a ·b+a · c καὶ (b+ c) ·a = b ·a+ c ·a, γιὰ ὅλα τὰ a, b, c ∈ R (ἀριστερὴ

καὶ δεξιὰ ἐπιμεριστικὴ ἰδιότητα).

_Αν ὁ πολλαπλασιασμὸς εἶναι μεταθετικὴ πράξη, δηλαδή, a · b = b · a γιὰ κάθε

a, b ∈ R, ὁ R χαρακτηρίζεται μεταθετικὸς δακτύλιος.

_Αν ὑπάρχει e ∈ R, τέτοιο ὥστε e · a = a = a · e, τότε τὸ e χαρακτηρίζεται ὡς

μοναδιαῖο στοιχεῖο τοῦ R καὶ λέμε ὅτι ὁ R εἶναι δακτύλιος μὲ μοναδιαῖο στοιχεῖο.

>Αναφερόμενοι στὸν παραπάνω ὁρισμό, ἔχομε τὴν ἑξῆς πρόταση:

• Πρόταση 1. (1) Τὸ μηδενικὸ στοιχεῖο 0R εἶναι μοναδικό.

(2) Γιὰ κάθε a, ὑπάρχει ἀκριβῶς ἕνα ἀντίστροφο, καὶ συμβολίζεται −a. Υἱοθετοῦμε τὴν
ἑξῆς συντομογραφία: >Αντὶ a+(−b) θὰ γράφομε (συνήθως, δίχως νὰ εἶναι ὑποχρεωτικό)
a − b. Δηλαδή, ἐξ ὁρισμοῦ, a − b = a + (−b).
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(3) Νόμος τῆς διαγραφῆς στὴν πρόσθεση: _Αν a+c = b+c, τότε a = b. _Αν c+a = c+b,
τότε a = b.
(4) _Αν a + b = 0R, τότε b = −a.
(5) −(−a) = a.
(6) −(a + b) = (−a) + (−b) = (ἐξ ὁρισμοῦ) −a − b.
(7) a · 0R = 0R = 0R · a.
(8) a · (−b) = −(a · b) = a · (−b).
(9) (−a) · (−b) = a · b.
(10) _Αν ὁ δακτύλιος ἔχει μοναδιαῖο στοιχεῖο, δηλαδή, στοιχεῖο e, τέτοιο ὥστε a ·e = e ·a
γιὰ ὅλα τὰ στοιχεῖα a, τότε αὐτὸ εἶναι μοναδικὸ καὶ συμβολίζεται 1R.

•Μηδενοδιαιρέτες δακτυλίου R. Τὸ μὴ μηδενικὸ a ∈ R χαρακτηρίζεται ἀριστερὸς

μηδενοδιαιρέτης τοῦ R ἂν ὑπάρχει μὴ μηδενικὸ b ∈ R, τέτοιο ὥστε a ·b = 0R. >Εντελῶς

ἀνάλογα, τὸ μὴ μηδενικὸ a ∈ R χαρακτηρίζεται δεξιὸς μηδενοδιαιρέτης τοῦ R ἂν

ὑπάρχει μὴ μηδενικὸ b ∈ R, τέτοιο ὥστε b · a = 0R. _Αν ὁ R εἶναι μεταθετικὸς

δακτύλιος, οἱ προσδιορισμοὶ ‘‘ἀριστερὸς’’ καὶ ‘‘δεξιὸς’’ περιττεύουν.

• >ΑκέραιαΠεριοχή. Μεταθετικὸς δακτύλιος μὲ μοναδιαῖο, στὸν ὁποῖο δὲν ὑπάρχουν

μηδενοδιαιρέτες.

• Πρόταση 2. <Ο δακτύλιος Zm (m > 1) εἶναι ἀκέραια περιοχὴ ἂν καὶ μόνο ἂν ὁ m
εἶναι πρῶτος.

• Σῶμα. Μεταθετικὸς δακτύλιος μὲ μοναδιαῖο, κάθε μὴ μηδενικὸ στοιχεῖο τοῦ ὁποίου

ἔχει ἀντίστροφο. Στὴν παρακάτω εἰδικὴ (ἀλλὰ ὄχι ἀσυνήθη) περίπτωση, ἰσχύει καὶ

τὸ ἀντίστροφο:

• Πρόταση 3. Κάθε σῶμα εἶναι ἀκέραια περιοχή.

Τὸ ἀντίστροφο δὲν ἰσχύει ἐν γένει: Γιὰ παράδειγμα, ὁ δακτύλιος Z εἶναι ἀκέραια

περιοχὴ ἀλλὰ δὲν εἶναι σῶμα.

• Πρόταση 4. Κάθε πεπερασμένη ἀκέραια περιοχὴ εἶναι σῶμα.

• Πόρισμα 5. <Ο δακτύλιος Zm (m > 1) εἶναι σῶμα ἂν καὶ μόνο ἂν ὁ m εἶναι πρῶτος.

>Αναφορὲς
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