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32. (αʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι ἡ πράξη τῆς ἀφαίρεσης στὸ Z δὲν εἶναι προσεταιριστική.

(βʹ) Στὸ σύνολο Mn(R) τῶν n × n πινάκων μὲ στοιχεῖα πραγματικοὺς ἀριθμοὺς ὁρίζομε τὴν

πράξη A ∗ B = AB − BA. >Αποδεῖξτε ὅτι ἡ πράξη αὐτὴ δὲν εἶναι προσεταιριστική.

33. (αʹ) ^Εστω d ἀκέραιος, ὄχι τετράγωνοἀκεραίου καὶZ[
√

d] = {a+b
√

d : a, b ∈ Z}. >Αποδεῖξτε
ὅτι, τὸ Z[

√
d], ἐφοδιασμένο μὲ τὶς συνήθεις πράξεις + καὶ · τοῦ C, εἶναι ἀκέραια περιοχή.

(βʹ) Γιὰ d = −1, ὁ δακτύλιος εἶναι ὁ λεγόμενος ‘‘δακτύλιος τῶν ἀκεραίων τοῦ Gauss’’,
δηλαδή, Z[

√
−1] = {a + bi | a, b ∈ Z}. <Υπολογῖστε τὰ ἀντιστρέψιμα στοιχεῖα αὐτοῦ τοῦ

δακτυλίου.

34. Στὸ μάθημα εἴδαμε ὅτι τὸ σύνολο F (R,R) = { f : R → R}, ἐφοδιασμένο μὲ τὶς συνήθεις

πράξεις πρόσθεσης καὶ πολλαπλασιασμοῦ συναρτήσεων, εἶναι μεταθετικὸς δακτύλιος μὲ

μοναδιαῖο. >Αποδεῖξτε ὅτι δὲν εἶναι ἀκέραια περιοχή.

<Υπόδειξη γιὰ τὸ τελευταῖο ἐρώτημα. ^Εστω ἡ συνάρτηση h : R→ R, ἡ οποία παίρνει τὴν τιμὴ 1 σὲ ὅλους τοὺς

ρητοὺς καὶ τὴν τιμὴ 0 σὲ ὅλους τοὺς ἄρρητους. Δεῖξτε ὅτι ἡ h εἶναι μηδενοδαιρέτης τοῦ F .

35. ^Εστω δακτύλιος R. >Αποδεῖξτε ὅτι ἡ σχέση (a + b)(a − b) = a2 − b2
ἰσχύει γιὰ κάθε ζεῦγος

a, b ∈ R ἂν καὶ μόνο ἂν ὁ R εἶναι μεταθετικός. (VΟταν, γιὰ x ∈ R, γράφομε x2
, ἐννοοῦμε

x · x.)
>Ανάλογα,ἡ σχέση (a + b)2 = a2 + 2ab + b2

ἰσχύει γιὰ κάθε ζεῦγος a, b ∈ R ἂν καὶ μόνο ἂν ὁ

R εἶναι μεταθετικός. (VΟταν, γιὰ x ∈ R, γράφομε 2x, ἐννοοῦμε x + x.)

36. ^Εστω ὁ δακτύλιος Zm (m > 1). >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ [a] ∈ Zm εἶναι μηδενοδιαιρέτης ἂν καὶ

μόνο ἂν (a,m) > 1.

37. (αʹ) Νὰ ὑπολογισθοῦν ὅλοι οἱ μηδενοδιαιρέτες τοῦ Z15 καί, στὴ συνέχεια, ὅλα τὰ διατεταγ-

μένα ζεύγη ([a], [b]) μηδενοδιαιρετῶν τοῦ Z15, ποὺ ἐπαληθεύουν τὴ σχέση [a][b] = [0].
(βʹ) Στὸν δακτύλιο Z15 νὰ λυθοῦν οἱ ἐξσώσεις (χωριστὰ κάθε μία) ([x]− [1])([x]− [6]) = [0]
καὶ ([x] − [9])([x] − [13]) = [0].
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