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Outline and Reading
Definitions (§13.1-2)

NP is the set of all problems (languages) that can be
accepted non-deterministically (using “choose”
operations) in polynomial time.
verified in polynomial-time given a certificate y.

Some NP-complete problems (§13.3)
Problem reduction
SAT (and CNF-SAT and 3SAT)
Vertex Cover
Clique
Hamiltonian Cycle
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Problem Reduction
A language M is polynomial-time reducible to a 
language L if an instance x for M can be transformed in 
polynomial time to an instance x’ for L such that x is in M 
if and only if x’ is in L.

Denote this by M→L.

A problem (language) L is NP-hard if every problem in 
NP is polynomial-time reducible to L.
A problem (language) is NP-complete if it is in NP and 
it is NP-hard.
CIRCUIT-SAT is NP-complete:

CIRCUIT-SAT is in NP
For every M in NP, M → CIRCUIT-SAT.

Inputs:

0
1

0

1

1
1

1

1

Output:

0

1

0 0 1
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Transitivity of Reducibility
If A → B and B → C, then A → C.

An input x for A can be converted to x’ for B, such that x is in A 
if and only if x’ is in B. Likewise, for B to C.
Convert x’ into x’’ for C such that x’ is in B iff x’’ is in C.
Hence, if x is in A, x’ is in B, and x’’ is in C.
Likewise, if x’’ is in C, x’ is in B, and x is in A.
Thus, A → C, since polynomials are closed under composition.

Types of reductions:
Local replacement: Show A → B by dividing an input to A 
into components and show how each component can be 
converted to a component for B.
Component design: Show A → B by building special 
components for an input of B that enforce properties needed 
for A, such as “choice” or “evaluate.”
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SAT
A Boolean formula is a formula where the 
variables and operations are Boolean (0/1):

(a+b+¬d+e)(¬a+¬c)(¬b+c+d+e)(a+¬c+¬e)
OR: +, AND: (times), NOT: ¬

SAT: Given a Boolean formula S, is S 
satisfiable, that is, can we assign 0’s and 1’s 
to the variables so that S is 1 (“true”)?

Easy to see that CNF-SAT is in NP:
Non-deterministically choose an assignment of 0’s and 
1’s to the variables and then evaluate each clause.  If 
they are all 1 (“true”), then the formula is satisfiable.



NP-Completeness 6

SAT is NP-complete
Reduce CIRCUIT-SAT to SAT.

Given a Boolean circuit, make a variable for every 
input and gate.
Create a sub-formula for each gate, characterizing 
its effect. Form the formula as the output variable 
AND-ed with all these sub-formulas:

Example: m((a+b)↔e)(c↔¬f)(d↔¬g)(e↔¬h)(ef↔i)…
Inputs:

a
b

c

e

f
i

d

m

Output:

h

k

g j n

The formula is satisfiable 
if and only if the 
Boolean circuit 
is satisfiable.
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3SAT

The SAT problem is still NP-complete even if 
the formula is a conjunction of disjuncts, that 
is, it is in conjunctive normal form (CNF).
The SAT problem is still NP-complete even if 
it is in CNF and every clause has just 3 literals 
(a variable or its negation):

(a+b+¬d)(¬a+¬c+e)(¬b+d+e)(a+¬c+¬e)

Reduction from SAT (See §13.3.1).
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Vertex Cover
A vertex cover of graph G=(V,E) is a subset W of V, such 
that, for every edge (a,b) in E, a is in W or b is in W. 
VERTEX-COVER: Given an graph G and an integer K, is 
does G have a vertex cover of size at most K?

VERTEX-COVER is in NP: Non-deterministically choose a 
subset W of size K and check that every edge is covered 
by W.
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Vertex-Cover is NP-complete
Reduce 3SAT to VERTEX-COVER.

Let S be a Boolean formula in CNF with each clause 
having 3 literals.
For each variable x, create a node for x and ¬x, 
and connect these two:

For each clause (a+b+c), create a triangle and 
connect these three nodes.

x ¬x

c b

a
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Vertex-Cover is NP-complete
Completing the construction

Connect each literal in a clause triangle to its copy 
in a variable pair.
E.g., a clause (¬x+y+z)

Let n=# of variables
Let m=# of clauses
Set K=n+2m

y ¬y

c b

a

x ¬x z ¬z
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Vertex-Cover is NP-complete

¬dd
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Example: (a+b+c)(¬a+b+¬c)(¬b+¬c+¬d)
Graph has vertex cover of size K=4+6=10 iff formula is 
satisfiable.

¬cc¬aa ¬bb
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Clique
A clique of a graph G=(V,E) is a subgraph C that is 
fully-connected (every pair in C has an edge).
CLIQUE: Given a graph G and an integer K, is there a 
clique in G of size at least K?

CLIQUE is in NP: non-deterministically choose a 
subset C of size K and check that every pair in C has 
an edge in G.

This graph has
a clique of size 5
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CLIQUE is NP-Complete

G’G

Reduction from VERTEX-COVER.
A graph G has a vertex cover of size K if and only if 
it’s complement has a clique of size n-K.
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Some Other 
NP-Complete Problems

SET-COVER: Given a collection of m sets, are 
there K of these sets whose union is the 
same as the whole collection of m sets?

NP-complete by reduction from VERTEX-COVER

SUBSET-SUM: Given a set of integers and a 
distinguished integer K, is there a subset of 
the integers that sums to K?

NP-complete by reduction from VERTEX-COVER
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Some Other 
NP-Complete Problems

0/1 Knapsack: Given a collection of items with 
weights and benefits, is there a subset of weight 
at most W and benefit at least K?

NP-complete by reduction from SUBSET-SUM

Hamiltonian-Cycle: Given an graph G, is there a 
cycle in G that visits each vertex exactly once?

NP-complete by reduction from VERTEX-COVER

Traveling Saleperson Tour: Given a complete 
weighted graph G, is there a cycle that visits each 
vertex and has total cost at most K?

NP-complete by reduction from Hamiltonian-Cycle.



Τέλος Ενότητας 



Χρηματοδότηση 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο 
Κρήτης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο τη αναδιαμόρφωση του 
εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από 
την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από 
εθνικούς πόρους. 



Σημειώματα 



Σημείωμα αδειοδότησης 
• Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons 

Αναφορά, Μη Εμπορική Χρήση, Όχι Παράγωγο Έργο 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, 
Διεθνής Έκδοση.   Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, 
διαγράμματα κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται 
μαζί με τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων». 

 

 
 
[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/  

 

• Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 

– που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του έργου, 
για το διανομέα του έργου και αδειοδόχο 

– που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή 
πρόσβαση στο έργο 

– που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος 
(π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 

 

• Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί 
το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 

 



Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright Πανεπιστήμιο Κρήτης, Ιωάννης Τόλλης 2015. «Αλγόριθμοι 
και πολυπλοκότητα. NP-Completeness (2)». Έκδοση: 1.0. Ηράκλειο 
2015. Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 
https://opencourses.uoc.gr/courses/course/view.php?id=368  

 

https://opencourses.uoc.gr/courses/course/view.php?id=368


Διατήρηση Σημειωμάτων 

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

 το Σημείωμα Αναφοράς 

 το Σημείωμα Αδειοδότησης 

 τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

 το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 

 


