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•Μεταθέσεις, ποὺ λέγονται κύκλοι.

<Ο συμβολισμὸς σ = (a1 a2 . . . ak−1 ak) γιὰ τὶς μεταθέσεις-κύκλους σημαίνει

σ(a1) = a2, σ(a2) = a3, . . . , σ(ak−1 = ak, σ(ak) = a1.

<Ο ἀκέραιος k (≥ 2) εἶναι τὸ μῆκος τοῦ κύκλου.

Τὰ a1, . . . , ak εἶναι διαφορετικὰ μεταξύ τους.

_Αν σ = (a1 a2 . . . ak−1 ak), τότε σ−1 = (ak ak−1 . . . a2 a1)
>Αντιμεταθέσεις: Οἱ κύκλοι μήκους 2, δηλαδή, τῆς μορφῆς (a1 a2).
Οἱ κύκλοι (a1 a2 . . . ak), (b1 b2 . . . bl) λέγονται ξένοι ἂν {a1, . . . , ak} ∩ {b1, . . . , bl} = ∅.

Κάθε μετάθεση γράφεται ὡς γινόμενο ξένων κύκλων.

Κάθε κύκλος γράφεται ὡς γινόμενο ἀντιμεταθέσεων (μὲ πολλοὺς τρόπους ἐν γένει).

Γιὰ παράδειγμα: (a1 a2 . . . ak−1 ak) = (a1 ak)(a1 ak−1) · · · (a1 a3)(a1 a2).

• Πρόταση 1. ^Εστω n ≥ 2 καὶ ἡ ὁμάδα μεταθέσεων S n.

(αʹ) Γιὰ κάθε κύκλο σ ∈ S n ἰσχύει: τάξη (σ) = (μῆκος τοῦ σ).
(βʹ) _Αν σ, τ ∈ S n εἶναι ξένοι κύκλοι, τότε στ = τσ.
(γʹ) ^Εστω σ, τ ∈ S n ξένοι κύκλοι μὲ μήκη k, l, ἀντιστοίχως. _Αν γιὰ κάποιο m ∈ Z ἰσχύει
σm = τm

, τότε m εἶναι πολλαπλάσιο τοῦ εκπ (k, l), ὁπότε σm = id = τm
.

(δʹ) _Ανσ, τ ∈ S n εἶναι ξένοι κύκλοι μὲ μήκη k, l, ἀντιστοίχως, τότε τάξη (στ) = εκπ (k, l).

• Α̂ρτιες καὶ περιττὲς μεταθέσεις.

• Θεώρημα 2. _Αν ἀναλύσομε μιὰ μετάθεση σ ὡς γινόμενο ἀντιματαθέσεων μὲ δύο,

τρόπους: σ = σ1σ2 · · ·σµ καὶ σ = τ1τ2 · · · τν, ὅπου τὰ σi καὶ τὰ τ j συμβολίζουν

ἀντιμεταθέσεις, τότε µ ≡ ν (mod 2), δηλαδή, τὰ µ, ν εἶναι, ἢ καὶ τὰ δύο ἄρτια ἢ καὶ τὰ

δύο περιττά.

<Ορισμός. Α̂ν, ἀναλύοντας μιὰ μετάθεση σ σὲ γινόμενο ἀντιμεταθέσεων, τὸ πλῆθος

τους εἶναι ἄρτιο, τότε λέμε ὅτι ἡ σ εἶναι ἄρτια μετάθεση, ἐνῶ, ἂν τὸ πλῆθος τῶν

ἀντιμεταθέσεων, στὴν ὁποία ἀναλύσαμε τὴ σ εἶναι περιττό, τότε χαρακτηρίζομε τὴ

σ περιττὴ μετάθεση. Τὸ σύνολο τῶν ἀρτίων μεταθέσεων συμβολίζεται An.
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• Πρόταση 3. (αʹ) Τὸ γινόμενο δύο ἀρτίων μεταθέσεων εἶναι ἄρτια μετάθεση.

(βʹ) Τὸ γινόμενο δύο περιττῶν μεταθέσεων εἶναι ἄρτια μετάθεση.

(γʹ) Τὸ γινόμενο ἄρτιας μετάθεσης ἐπὶ περιττὴ μετάθεση εἶναι περιττὴ μετάθεση.

(δʹ) _Αν ἡ μετάθεση σ εἶναι ἄρτια (ἀντιστ. περιττή), τότε καὶ ἡ σ−1
εἶναι ἄρτια ( ἀντιστ.

περιττή).

(εʹ) An εἶναι ὑποομάδα τῆς S n, τάξεως n!/2 καὶ λέγεται ἐναλλάσουσα ὁμάδα βαθμοῦ n.

Πλευρικὲς κλάσεις ἢ Σύμπλοκα ὡς πρὸς μιὰ ὑποομάδα.

^Εστω ὁμάδα (G, ·) καὶ H ≤ G.

Στὴ G ὁρίζομε τὴ σχέση: a ∼A b⇔ a−1b ∈ H.

• Πρόταση 4. <Η σχέση ∼A εἶναι σχέση ἰσοδυναμίας στὸ σύνολοG. Γιὰ a ∈ G, ἡ κλάση

ἰσοδυναμίας τοῦ a ὡς πρὸς τὴ σχέση ∼A εἶναι τὸ σύνολο aH = {ah : h ∈ H}.

<Η κλάση ἰσοδυναμίας aH λέγεται ἀριστερὴ κλάση, ἢ ἀριστερὸ σύμπλοκο τοῦ a ὡς

πρὸς τὴν (ἢ mod ) H.

• Πρόταση 5. ^Εστω a, b ∈ G.

(αʹ) >Ισχύει ἕνα ἀπὸ τὰ δύο: aH = bH ἢ aH ∩ bH = ∅. Δηλαδή, ἂν οἱ κλάσεις aH, bH
ἔχουν ἔστω καὶ ἕνα κοινὸ στοιχεῖο, τότε, ἀναγκαστικά, ταυτίζονται.

(βʹ) aH = bH ⇔ a−1b ∈ H ⇔ b ∈ aH ⇔ a ∈ bH.

>Ανάλογη μὲ τὴ σχέση ∼A εἶναι ἡ ∼∆, ποὺ ὁρίζεται ὡς ἑξῆς: a ∼∆ b⇔ ab−1 ∈ H.

• Πρόταση 6. <Η σχέση ∼∆ εἶναι σχέση ἰσοδυναμίας στὸ σύνολοG. Γιὰ a ∈ G, ἡ κλάση

ἰσοδυναμίας τοῦ a ὡς πρὸς τὴ σχέση ∼∆ εἶναι τὸ σύνολο Ha = {ha : h ∈ H}.

<Η κλάση ἰσοδυναμίας Ha λέγεται δεξιὰ κλάση, ἢ δεξιὸ σύμπλοκο τοῦ a ὡς πρὸς τὴν

(ἢ mod ) H.

• Πρόταση 7. ^Εστω a, b ∈ G.

(αʹ) >Ισχύει ἕνα ἀπὸ τὰ δύο: Ha = Ha ἢ Ha ∩ Hb = ∅. Δηλαδή, ἂν οἱ κλάσεις Ha,Hb
ἔχουν ἔστω καὶ ἕνα κοινὸ στοιχεῖο, τότε, ἀναγκαστικά, ταυτίζονται.

(βʹ) aH = bH ⇔ a−1b ∈ H ⇔ b ∈ aH ⇔ a ∈ bH.

Ha = Hb⇔ ab−1 ∈ H ⇔ b ∈ Ha⇔ a ∈ Hb.

•Κανονικὴ ὑποομάδα. <Η H λέγεται κανονικὴ ὑποομάδα τῆς G ἂν, γιὰ κάθε a ∈ G
ἰσχύει aH = Ha. Στὴν περίπτωση αὐτή, ἀντὶ τοῦ συμβολισμοῦ H ≤ G χρησιμοποιοῦμε

τὸν συμβολισμὸ H CG.

>Αναφορὲς
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