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Βασικὴ περιγραφὴ τῶν θεμάτων ποὺ συζητήθηκαν τὴν 12η ἑβδομάδα

(Δὲν πρόκειται γιὰ λεπτομερῆ περιγραφή.)

• Πρόταση - <Ορισμός 1. ^Εστω H ὑποομάδα τῆς ὁμάδας G. Τὸ σύνολο τῶν ἀριστερῶν

κλάσεων ὡς πρὸς H εἶναι ἰσοπληθὲς μὲ τὸ σύνολο τῶν δεξιῶν κλάσεων ὡς πρὸς H. <Ο κοινὸς

πληθικὸς ἀριθμός τους λέγεται ‘‘δείκτης τῆς H’’ στὴ G καὶ συμβολίζεται [G : H].

• Θεώρημα 2 (Lagrange). _Αν ἡ H εἶναι ὑποομάδα τῆς πεπερασμένης ὁμάδας G, τότε |G| =
|H|[G : H]. Εἰδικώτερα, αὐτὸ συνεπάγεται ὅτι ἡ τάξη κάθε ὑποομάδας τῆς G διαιρεῖ τὴν τάξη

τῆς G.

• <Ομομορφισμοὶ <Ομάδων. Εἰδικώτερα: Μονομορφισμοί, ἐπιμορφισμοί, ἰσομορφισμοί.

• Πρόταση 3. _Αν φ : G → G′ εἶναι ὁμομορφισμὸς ὁμάδων, τότε ἰσχύουν τὰ ἑξῆς (θεωροῦμε

ὅτι οἱ πράξεις τῶν ὁμάδων συμβολίζονται μὲ πολλαπλασιασμό):

(αʹ) φ(1G) = 1G′ .

(βʹ) φ(a−1) = φ(a)−1
γιὰ κάθε a ∈ G.

(γʹ) _Αν H ≤ G, τότε φ(H) ≤ G′. Εἰδικώτερα, γιὰ H = G ἔχομε ὅτι Imφ = φ(G) ≤ G′.
(δʹ) _Αν H′ ≤ G′, τότε φ−1(H′) ≤ G. Εἰδικώτερα, γιὰ H′ = {1G′}, ἔχομε ὅτι

ker φ = {a ∈ G : φ(a) = 1G′} = φ
−1(1G′) ≤ G.

<Η ὑποομάδα ker φ τῆς G λέγεται ‘‘πυρήνας τῆς φ’’.

(εʹ) ker φ εἶναι κανονικὴ ὑποομάδα τῆς G.

Συμβολισμός: _Αν G,G′ εἶναι ὁμάδες καὶ ὑπάρχει ἰσομορφισμὸς φ : G → G′, τότε γράφομε
G � G′.

• Πρόταση 4. (αʹ) _Αν φ : G → G′ καὶ ψ : G′ → G′′ εἶναι ἰσομορφισμοὶ ὁμάδων, τότε
ψ ◦ φ : G → G′′ εἶναι ἰσομορφισμὸς ὁμάδων.
(βʹ) _Αν φ : G → G′ εἶναι ἰσομορφισμὸς ὁμάδων, τότε φ−1 : G′ → G εἶναι ἰσομορφισμὸς ὁμάδων.

(γʹ) Σ’ ἕνα μὴ κενὸ σύνολο ὁμάδων, ἡ σχέση � εἶναι σχέση ἰσοδυναμίας.
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Συμπληρωματικα στις Κυκλικες Ομαδες

• Πρόταση 5. ^Εστω κυκλικὴ (πολλαπλασιαστικὴ) ὁμάδα G = 〈g〉.
(αʹ) Κάθε ὑποομάδα τῆς G εἶναι κυκλική.

(βʹ) _Αν |G| = n καὶ d εἶναι θετικὸς διαιρέτης τοῦ n, τότε, ἡ μία καὶ μοναδικὴ ὑποομάδα τῆς G
τάξεως d εἶναι ἡ 〈gn/d〉.

(γʹ) _Αν ἡ G εἶναι ἄπειρη, τότε G � Z.
(δʹ) _Αν |G| = n, τότε G � Zn.
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